i

Monografias
del IM%:A

Espacios métricos

&¢% UNIVERSIDAD Fomdo
; 7§ NACIONAL DE E Editorial
.:;-z:;-f-' INGENIERIA EDLNI



Dr. Jorge Alva Hurtado
Rector UNI

Dr. Gilberto Becerra Arévalo
Vicerrector Académico

Dr. Walter Estrada Lopez

Vicerrector de Investigacion

Lic. Félix Escalante del Aguila

Director IMCA

Espacios métricos

Monogratias del IMCA Nueva Serie N° 2

Impreso en el Perti
Printed in Peru

Primera edicion, octubre de 2020
500 ejemplares

© Aris Daniilidis
Derechos reservados

© Derechos de edicion

Universidad Nacional de Ingenieria

Instituto de Matematica y Ciencias Afines, IMCA
Calle Los Bidlogos 245, Urb. San Cesar, La Molina
Telfs. (+51)-1-3491892 / (+51)-1-3499838

Fondo Editorial - EDUNI

Av. Tapac Amaru 210, Rimac — Lima

Pabellon Central / Sétano

Telfs. 4814196 / 4811070 anexos 7500 y 7501

Dr. Roger Metzger Alvan
Coordinaciones IMCA

Prof. Alvaro Montafio Freire
Jefe Fondo Editorial EDUNI

Hecho el Depésito Legal en la Biblioteca Nacional del Pertt N° 2020-09654
ISBN 978-612-47971-1-8

Se termino6 de imprimir en el mes de diciembre de 2020 en
Imprenta Fabet EIRL Jr. San Juan de Dios Mz. K Lote 15, Urb. San Juan de Dios,
San Martin de Porres, Lima

Prohibida la reproduccion de este libro por cualquier medio, total o parcialmente,
sin permiso expreso del autor.



Espacios Métricos

Aris Daniilidis

SRS, uNVERSIDAD
MACIOMAL DE
INGENIERIA

Fondo
Ez IMCA
EDUNI




i




il

Descripcion del apunte

Este material corresponde a la primera parte del curso MA3801 (Analisis) que dicté el
otono de 2014 y de 2016 en la Universidad de Chile. El curso se dicta habitualmente en el
primer semestre (otono), tiene una duracion de 15 semanas y estd organizado en 3 clases
de catedra y una clase de auxiliar por semana. Esté orientado a alumnos del tercer ano
de la Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas, recién egresados del Plan Comtin, que
eligen como carrera la Ingenieria Civil Matemdtica.

El curso MA3801 se divide en tres partes:

1. Espacios métricos (6 semanas) (presente apunte)
2. Topologia general (6 semanas)

3. Introduccion al Analisis Funcional (3 semanas)

Agradecimientos

La base de este material ha sido el apunte de cétedras del curso 2014 que tomé6 Christop-
her Cabezas (alumno del curso en 2014 y auxiliar del mismo curso en 2016). El apunte ha
sido completado con material adicional de las clases de auxiliar y los temas de controles de
ambos anos 2014 y 2016. Aprovecho para agradecer a Christopher Cabezas por la elabora-
cion del apunte inicial y su dedicacion al curso, asi que a todo el equipo de mis auxiliares
del ano 2014 (Felipe Subiarte, Rodolfo Gutiérrez y Camila Romero) y de 2016 (Roberto
Bobadilla, Christopher Cabezas, Cristobal Valenzuela) por su dedicaciéon y compromiso al
curso. Por ultimo, mis agradecimientos al alumno del curso 2016 Pierre Vandaele (alumno
de doble titulacion de la Ecole Centrale de Paris) por la revision atentiva de la version
final, a Diana Narvaez (alumna del programa doctoral del Departamento de Ingenieria
Matemaética) y a mi colaboradora Estibalitz Durand Cartagena (UNED, Madrid) por sus
ayudas técnicas en la elaboracion del material.

La materia més avanzada de este apunte se ha utilizado para un Minicurso de Master que
dicté en el IMCA (Lima) en octubre de 2019.

Aris Daniilidis, Profesor
Departamento de Ingenieria Matematica






Indice general

1 Axioma de Eleccién, Cardinales, Ordinales 1
1.1 Preliminares . . . . . . . . . . e 1
1.2 Relaciones de equivalencia y de orden . . . . . . . ... ... 2

1.2.1 Relacién de equivalencia . . . . . . .. ... ... ... 2
1.2.2 Relacion deorden . . . . . . . .. ..o oL 3
1.3 Principio de induccion . . . . ..o oo 8
1.4 Axiomas de Zermelo-Fraenkel . . . . . ... ... ... ... ....... 11
1.5 El Axioma de Eleccion . . . . . . .. ... o 13
1.5.1 Equivalentes formas del Axioma de Elecciéon . . . . . . .. ... .. 14
1.5.2  Aplicaciones del Axioma de Elecciéon . . . . . . . ... ... .. .. 19
1.6 Aritmética de Cardinales . . . . . . . ... ... L 25
1.7 Ordinales . . . . . . . . e 38

2 Espacios Métricos 45
2.1 Definicion y ejemplos . . . . . ... Lo 45
2.2 Topologia de un espacio métrico . . . . . . . . . ... 58

2.2.1  Conjuntos abiertos . . . . . .. ... . Lo 59
2.2.2 Conjuntos cerrados . . . . . . . ... oo 62
2.2.3 Convergencia de sucesiones . . . . . . . . . . ... 65
2.2.4 Puntos de acumulacion - Indice Cantor-Bendixson . . . . . . . . .. 70
2.2.5  Conjuntos densos. Espacios separables . . . . ... .. ... .... 75
2.2.6  Subespacios métricos . . . . . ... 79
2.3 Continuidad de funciones . . . . . . . . . .. ..o 81
2.3.1 Distancia a un conjunto — Lema de Urysohn . . . .. ... .. ... 83
2.3.2  Conjuntos G5 — Puntos de continuidad. . . . . . .. ... ... ... 85
2.4 Espacios Métricos Completos . . . . . . . . .. ... 88
2.4.1 Definiciéon y ejemplos . . . . . ..o Lo 89
2.4.2 Teorema de Interseccion de Cantor . . . . . ... .. ... .. ... 93
2.4.3 Teorema de Categorias de Baire . . . . . . ... .. .. ... .... 95
2.4.4 Teorema de Punto Fijode Banach . . . . .. .. .. ... ... ... 102
2.4.5 Principio Variacional de Ekeland . . . . . . ... ... ... ... 105
2.5 Distancias equivalentes y uniformemente equivalentes . . . . . . . . .. .. 109
2.5.1 Identificacion topologica vs identificacion métrica . . . . . . . . . . 111

2.5.2 Distancias equivalentes . . . . . ... ... . L 113



Indice general

vi
2.5.3 Espacio producto de espacios métricos . . . . ... ... ... L. 117
2.5.4 Extensiones continuas . . . . . ... ... ... ... 119
2.5.5 El Teorema de Mazurkiewicz . . . . . . . . ... ... ... ..... 122
2.6 Compleciéon de un espacio métrico . . . . . . . ... 125
2.7 Compacidad en Espacios Métricos . . . . . . . . . . .. ... .. .. ... . 128
2.7.1 El teorema fundamental de los espacios métricos compactos . . . . 133
2.7.2  Aplicaciones de la compacidad . . . . . ... ... ... 139
2.7.3 Teoremas clasicos: Dini, Tychonoff, Arzela-Ascoli . . . .. .. ... 147
2.8 El Conjunto de Cantor . . . . . . . . . . ... . ... . ... . ... ... 153
2.8.1 Construccion y propiedades . . . . . . . ... ... ... 153
2.8.2 El conjunto de Cantor como espacio universal . . . .. ... .. .. 156
Bibliografia 161

indice alfabético 162



1 Axioma de Eleccion, Cardinales,
Ordinales

En este capitulo, presentaremos brevemente la teoria de Zermelo-Fraenkel enriquecida por
el llamado Axioma de Eleccion y sus consecuencias en la matematica moderna. Asi mismo
daremos una mirada a la aritmética de los cardinales y nos familiarizaremos con la teoria
de los ordinales.

1.1. Preliminares

Una parte de la teoria de conjuntos se puede considerar de conocimiento general. En
particular, la notacion @ para el conjunto vacio, la relacion de pertenencia x € X, las
operaciones X UY, X NY, X \ Y y la diferencia simétrica XAY = (X \Y)U (Y \ X).
La notacion X U Y indica que la unién de los conjuntos X y Y es disjunta, es decir
X NY = @. Si un conjunto X se puede escribir como una unién disjunta de una familia
(finita o infinita) de conjuntos no vacios {A; };cs, entonces decimos que la familia {A; }ies
es una particion de X.

Dados dos conjuntos N, X, denotaremos por X el conjunto de todas las funciones
f: N — X, es decir
XN ={f:N — X| f es funcion}.

Si X # @, cada subconjunto A de X se puede representar por su funciéon caracteristica
Xa: X — {0, 1} definida por
1 sizeAd
xa(z) =

0 siz¢g A

Mediante esta representacion, el conjunto P (X) de todos los subconjuntos de X se puede
identificar con el conjunto 2% := {0,1}* de las funciones f : X — {0,1}. Por ultimo,
el producto cartesiano X x Y de dos conjuntos X y Y se define como el conjunto de
pares {z,y}, con z € X y y € Y, y se puede identificar con el conjunto de funciones
f:{1,2} - X UY con la propiedad f(1) € X y f(2) € Y. En efecto, una funcion



2 1.2 Relaciones de equivalencia y de orden

f e (X uY)" queda determinada por sus valores {f (1), f (2)}. La siguiente definicion,
extiende el concepto de producto cartesiano para una familia cualquiera de conjuntos no
vacios.

DEFINICION 1.1.1

(Producto cartesiano) Sea A # @y (X,)aeca una familia de conjuntos no vacios.
Se define el producto cartesiano como el conjunto

HXaZ{f:A%UXa

acA acA

Va € A, f(a)eXa}.

Es facil ver que si el conjunto A tiene n elementos, entonces la definicion anterior es
compatible con la definicion clasica de producto cartesiano X X --- x X,,.

1.2. Relaciones de equivalencia y de orden

Sea X un conjunto no vacio. Un subconjunto R C X x X se llama una relacion so-
bre X. Si (z,y) € R decimos que x esta relacionado con y, y denotamos xRy. Asi mismo
utilizaremos la notacion (X, R) para referirnos al conjunto X equipado con la relacion R.

En este capitulo, consideraremos dos tipos de relaciones muy importantes, la relaciéon de
equivalencia, que se suele denotar por ~, y la relaciéon de orden, que se suele denotar
por < (0 a veces =<, C etc).

1.2.1. Relacién de equivalencia

Una relacion de equivalencia sobre X, es un tipo particular de relacion R C X x X (que
tradicionalmente anotamos por ~) que satisface las condiciones (i)—(iii) de la siguiente
definicion:

DEFINICION 1.2.1

(Relacién de equivalencia) Sea X un conjunto. Diremos que una relacion ~
sobre X es una relacion de equivalencia, si satisface las siguientes propiedades:

(i) (Refleja) para todo = € X se tiene que z ~ x.
(ii) (Simétrica) para todo =,y € X se tiene que x ~ y implica y ~ x.

(iii) (Transitiva) para todo x,y, z € X se tiene que si simultdneamente se cumplen
x ~y ey~ z entonces r ~ z.



DEFINICION 1.2.2

(Espacio cociente) Sea (X, ~) una relacion de equivalencia. Definimos el espacio
cociente (que denotaremos por X/~), como el conjunto de todas las clases de
equivalencia formadas por ~, es decir

X/~ ={[z] |z € X}, donde [z] ={2' € X |2/ ~z}.

Las relaciones de equivalencia son importantes por la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.3 (Particiéon de un conjunto)

(i) Sea (X,~) una relaciéon de equivalencia. Entonces las clases de equivalencia
(i.e. los elementos del conjunto X/ ~) definen una particién en X, es decir

(ii) Reciprocamente, si X = UBi es una particién de X, entonces existe una
iel
relacion de equivalencia ~ sobre el conjunto X tal que los conjuntos B; son
precisamente las clases de equivalencia de esta equivalencia.

J

consecuencia directa de la definicion de relacion de equivalencia.

el
sigue:

x ~ysiysolosidel, tal que x,y € B;.

1.2.2. Relacién de orden

DEMOSTRACION: El hecho que las clases de equivalencia definen una particiéon es una

(ii). Supongamos ahora que X = () B;. Definamos la relacion de equivalencia como

A continuacién veremos otro tipo importante de relaciéon sobre un conjunto X, la relacion

de orden.
DEFINICION 1.2.4

(Relaciéon de orden) Una relacion de orden (parcial) sobre X, es una relacion
< tal que cumple las siguientes propiedades:
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(i) (Refleja) para todo z € X se tiene que z < z.
(ii) (Antisimétrica) para todo z,y € X se tiene que z < y e y < x implica z = y.

(iii) (Transitiva) para todo z,y,z € X se tiene que si simultaneamente se cumple
que z <y ey < z, entonces r < 2.

Si ademas, la relacion < cumple
(iv) para todo z,y € X se tiene z <y 6 bien y <ux

entonces hablamos de una relacion de orden lineal (total).

Observacion 1.2.5 (Preorden) Una relaciéon < en un conjunto X que cumple
solo las propiedades (i) y (iii) se llama relacién de preorden. En este caso, pode-
mos definir la siguiente relacion (se comprueba facilmente que es una relacion de
equivalencia)

=y

T~y = { (1.1)

y=z
Pasando al espacio cociente X=X / ~ se puede comprobar que la relacion
2] <ly] < a'=y donded’ € o], v €y

esté bien definida (i.e. no depende de la eleccion de los representantes) y es una
relaciéon de orden.

A veces, para insistir que un orden < puede no satisfacer la propiedad (iv), hablamos de
orden parcial. Si (X, <) es un conjunto ordenado y ¥ C X la relacion inducida en Y es
claramente también una relaciéon de orden. Cuando consideramos a Y como un conjunto
ordenado, salvo que se diga lo contrario, siempre sera con el orden inducido. Las siguientes
definiciones seran de utilidad méas adelante en este capitulo.

DEFINICION 1.2.6

(Cadena) Sea (X, <) un conjunto (parcialmente) ordenado. Un conjunto Y C X
se dice linealmente (o totalmente) ordenado, si la restriccion del orden < en Y, es
decir (Y, §|ny>v es un orden total, es decir, que también cumple la propiedad (iv)
de la Definicion 1.2.4. En este caso, se dice que Y es una cadena en (X, <).

Dado un conjunto ordenado (X, <), un elemento Z se dice minimo (resp. mdximo), si



para cada x € X se tiene que Z < x (resp. < Z). Observamos que si existen dichos
elementos, entonces son tnicos. A continuaciéon introducimos unos conceptos similares a
las que acabamos de mencionar.

DEFINICION 1.2.7

(Elemento maximal/minimal) Sea (X, <) un conjunto ordenado. Un elemento
xr € X se dice:

(i) minimal si para todo y € X, la relacion y < x implica x = y;

(ii) mazimal si para todo y € X, la relacion x < y implica = = y.

No hay que confundir un elemento minimal con el elemento minimo para conjuntos par-
cialmente ordenados. Un elemento minimo, si existe, es siempre comparable con todos
los otros elementos del conjunto X (y es inferior), mientras que un elemento minimal es
inferior s6lo a aquellos elementos de X con los cuales se puede comparar. Si X dispone de
un elemento minimo, entonces este es iinico, minimal y no hay otros elementos minimales.
Pero si el orden sobre X no es total, y si no existe un minimo, entonces X puede disponer
de varios elementos minimales. La misma discusion se puede repetir para elementos ma-
ximales y el elemento maximo de un conjunto. El siguiente ejemplo ilustra los conceptos
anteriores.

Ejemplo 1.2.8 Consideremos el conjunto 2 con el orden dado por la inclusién. Sea
A = {{0},{1},{2},{0,2}} con el orden inducido. De la definicion, es facil ver que
{1} y {0,2} son elementos maximales en A, pero no existe un elemento maximo. Luego
{0},{1},{2} son elementos minimales y tampoco existe elemento minimo.

A continuacion se presentan algunos ejemplos de relaciones de orden.

Ejemplo 1.2.9 (i) El conjunto de los reales equipado con el orden habitual (R, <) es
un conjunto totalmente ordenado. Es obvio que R con este orden no tiene elemento
méximo o minimo, y por lo tanto no tiene elementos maximales o minimales. (Co-
mo (R, <) es un orden total, las nociones de elemento méaximo/maximal, y resp.
minimo/minimal coinciden.)

(ii) Sea C un cono convexo de un espacio vectorial F, es decir
C+CCC y ANCCC (A>0).
Supongamos ademas que el cono C' no contiene lineas, es decir

N (-C) = {0}.



1.2 Relaciones de equivalencia y de orden

Entonces el cono C' define un orden parcial sobre £ mediante la relacion:

r<cy <= y—xzecl.

Caso particular: Sea E = R" y C'=R’}. El orden que se define por el cono R’} es el
siguiente: sean x = (x1,...,2,),y = (Y1, .., Yys) dos elementos de R". Se tiene que:

r<pry <<= x; <y paratodoi€ {1,...,n}.

Sea 2 # @. Entonces (2, C) es un orden (parcial). En este caso, existe un elemento
minimo (el conjunto vacio) y un elemento maximo (el conjunto §2).

(Orden lexicogréfico) Consideremos en R? la siguiente relacion:

r1 <y; o bien

€T Slex y —
(r1 =) & (12 <)

Se tiene que <jx es un orden total, sin elementos maximo o minimo.

(Arbol) Un drbol (T, <) es un conjunto parcialmente ordenado que dispone de un
elemento minimo xy y que cumple las siguientes propiedades:

Figura 1.1: Un arbol diadico.

(a) Cada elemento x € T distinto a x, tiene un tnico antecesor inmediato.

(b) Cada elemento = € T se une de manera tnica a x, mediante una cadena finita
formada por antecesores inmediatos sucesivos.

La nocién de arbol es una nocién muy importante y tiene numerosas aplicaciones
en topologia y anélisis funcional. La principal caracteristica de un arbol es que su
potencial complejidad se puede aumentar siempre en un sentido del orden (en el
sentido creciente), mientras que en el otro sentido (el sentido decreciente) el arbol
presenta una estructura muy simple.



A continuacion, nos interesamos en un cierto tipo de orden total de mucha importancia
en este capitulo.

DEFINICION 1.2.10

(Buen orden) Un conjunto X # & se dice bien ordenado por el orden < si cada
subconjunto B # & de X tiene un elemento minimo, es decir

VBCX, B#90 — dbe B,Vxe B,b< .

Presentamos enseguida dos ejemplos tipicos de conjuntos bien ordenados.

Ejemplo 1.2.11 (i). El conjunto N (nimeros naturales') con el orden habitual es un
conjunto bien ordenado (véase Teorema 1.3.3 mas adelante).

(ii). Sea A el conjunto de todas las palabras, es decir, las sucesiones finitas de letras del
alfabeto, ordenadas por cardinalidad, luego lexicograficamente (para palabras del mismo
namero de letras). Es facil ver que A es bien ordenado. El elemento minimo es la palabra
vacia (es decir, la palabra con 0 letras).

Proposicion 1.2.12 Sea (X, =) un conjunto bien ordenado. Entonces:
(i) (X, X) esta totalmente ordenado.

(ii) (Existencia del sucesor inmediato.) Sea x € X un elemento diferente del mé-
ximo. Entonces x tiene un sucesor inmediato x ™, es decir, existe un elemento
xt # x tal que x < T y no existen elementos z € X \ {z,x2%} tal que
r=<z=<axt.

J

DEMOSTRACION: (i) Sean z,y € X dos elementos arbitrarios. Hay que mostrar
que son comparables. Para hacer eso, basta considerar el conjunto A = {z,y} vy
aplicar la Definicion 1.2.10. Se deduce asi que uno de los elementos x,y es el minimo
del conjunto A, es decir, dicho elemento es (comparable e) inferior al otro elemento de A.

(ii) Sea z € X diferente del maximo (si este ultimo existe). Entonces el conjunto

A={yeX|(x=2y) N (y#2)}

no es vacio, por lo cual debe tener un elemento minimo (por la Definicién 1.2.10). Es
facil ver que este elemento es el sucesor inmediato de x. [l

'En este capitulo, el conjunto N se toma sin el elemento 0.
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Observacion 1.2.13 (i) Un orden total no garantiza la existencia de sucesores in-
mediatos (véase por ejemplo (R, <)). Por lo tanto, un conjunto totalmente ordenado,
no es necesariamente bien ordenado.

(ii) En el Ejemplo 1.2.11 los elementos de los conjuntos bien ordenados N y A (salvo
el elemento minimo), también tienen antecesor inmediato. Sin embargo, en general
eso no es cierto para conjuntos bien ordenados, como veremos en la Seccién 1.7.

Para poder estudiar los diferentes tipos de relaciones de orden, necesitamos identificar
conjuntos ordenados equivalentes. Este estudio se efecttia mediante morfismos de drdenes,
es decir, funciones entre conjuntos ordenados que respetan las estructuras de orden.

DEFINICION 1.2.14

(Funcion iso6tona) Sean (X, <x), (Y, <y) dos conjuntos ordenados. Una funcion
f X — Y se dice isdtona si para todo a,b € X se tiene que

a<xb <= f(a)<y f(b).

Si ademas f es una biyeccion, entonces hablamos de un isomorfismo de ordenes.

A continuacién, presentamos un ejemplo de identificacion de estructura mediante un iso-
morfismo de ordenes.

Ejemplo 1.2.15 Sea X := N x [0, 1) equipado con el orden lexicografico, es decir

n<n' o bien

n,t) < (n',t') <
(n, 1) = ) {n:n’ & t<t

Mostramos que (X, <) es el mismo tipo de orden que (R, <). En efecto, la funcion

f:Nx[0,1) =R,
(n,t) = f(n,t)=n+t—1

es biyectiva e is6tona.

1.3. Principio de induccién

A continuacion definimos formalmente el conjunto de los naturales (suponiendo que R esté
definido), el cual denotaremos por N. Para ello comenzaremos con la siguiente definicion.



DEFINICION 1.3.1
(Conjunto inductivo) Un conjunto A C R se dice inductivo, si
(i) 1 € A.
(ii) Para todo x € R se tiene que:

ze A - z+1eA.

El conjunto R es trivialmente inductivo (y obviamente, el conjunto inductivo mas grande).
Observamos ahora que la uniéon (resp. la interseccion) de una familia de conjuntos induc-
tivos es un conjunto inductivo. Definimos a continuacion el conjunto N como el conjunto
inductivo méas pequeno, es decir

N= m {A CR | A es inductivo} . (1.2)
Algunas propiedades inmediatas de N:
(a) N es inductivo.
(b) SiI' € N es inductivo, entonces I' = N.

Una consecuencia de (a) es que N contiene todos los nimeros naturales. En efecto, como
1 € N se deduce que 2 = 1+1 € N, luego 3 = 2+ 1 € N e iterando n — 1 veces
concluimos que n € N. Observando que {z € R: x > 1} es un conjunto inductivo, se
deduce facilmente que N tiene como elemento minimo el 1 (con respecto al orden que le
hereda R). En el Teorema 1.3.3 veremos que en realidad (N, <) es bien ordenado. Para
eso, necesitaremos primero la siguiente proposicion.

Proposicion 1.3.2 (i) Sea A un conjunto inductivo de R. Si existez € A, & # 1
tal que T — 1 ¢ A, entonces el conjunto

A=A\ {7}
es inductivo.

(ii) EI conjunto N, definido por (1.2), coincide con el conjunto de los niimeros
naturales.

. 7

DEMOSTRACION: (i) Si A no fuera inductivo, entonces existirfa un elemento x € AcCA
tal que x+1 ¢ A. Como A es inductivo, z+1 € A\ A, por lo tanto se tiene que z+1 = Z.
Lo anterior implica T — 1 =z € A, lo que es una contradiccion.
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(ii) Supongamos que existe x € N, # > 1 que no es un namero natural. Tomando

n = [||z|]] (la parte entera de x) se tiene que n < x < n + 1. Por (i) se deduce que
r — 1 € N, y despues de n iteraciones, que = — (n+ 1) € N, lo que contradice que
minN = 1. 0

Introducimos ahora la siguiente notacion. Para cada n € N definimos
N, ={zeN:z<n}={1,...,n}.

El siguiente resultado es fundamental.

TEOREMA 1.3.3

(N, <) es bien ordenado.

DEMOSTRACION: Demostraremos el teorema en dos etapas.

FEtapa 1: Mostramos primero que para cada n € N, el conjunto N,, es bien ordenado,
es decir, cada subconjunto de {1,...,n} tiene un elemento minimo.

Sea A = {n € N| N, es bien ordenado}. Observamos que A # &, pues 1 € A. Supon-
gamos que ng € A, y mostremos que ng + 1 € A. En efecto, sea B C {1,...,ny+ 1}.
Tenemos dos casos:

e Si se tiene que By := B\ {ng + 1} # @ entonces B; C {1,...,ng}, tiene minimo
por hipétesis inductiva. Luego se tiene que min B; = min B.

e Si B\ {no+ 1} = @ entonces B = {ny + 1}, por lo tanto existe el minimo (al ser
B un conjunto de un solo elemento).

Tenemos entonces que ng € A = ng+1 € A, y como 1 € A concluimos que A es
inductivo. Como A C N se concluye que A = N.

FEtapa 2: Sea D # &, D C N. Sea nyg € D. Entonces Dy :={1,...,n0} N D # @. Como
Dy, C {1,...,np}, el conjunto D; tiene minimo (c.f. Etapa 1). Se tiene entonces que
min D; = min D. O

Una consecuencia directa del buen ordenamiento de N es el principio de induccion fuerte.

TEOREMA 1.3.4

(Principio de Induccién Fuerte) Sea A C N un conjunto no vacio. Si para
cada n € N se tiene que

{1,....n}CA = n+tled, (1.3)

entonces A = N.
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DEMOSTRACION: Supongamos que A # N. Entonces A no es inductivo, es decir, existe
ne Aconn+1¢ A. Seangy el minimo n € N con la anterior propiedad (aqui se utiliza
que N esté bien ordenado). En particular, {1,...,n0} € A y se obtiene por (1.3) que
nog+ 1 € A, lo que es una contradiccion. O

NB. El principio de Induccion fuerte se puede enunciar mediante la nocién de segmento
inicial (a veces decimos simplemente segmento o seccion), que se define para cada n € N
como sigue:

I, ={meN: m<n}=N,\{n} (1.4)

El Teorema 1.3.4 entonces se puede reformular de la siguiente manera:

ACN

VnENtalque[ngA:neA} (1.5)
En efecto, como I; = @ C A, se deduce que 1 € A, por lo tanto (1.5) es equivalente a
(1.3). Sin embargo, considerando conjuntos bien ordenados arbitrarios, es precisamente la
formulacion (1.5) la que se puede extender para establecer un principio semejante, llamado
induccion transfinita (c.f. Teorema 1.7.2).

1.4. Axiomas de Zermelo-Fraenkel

Hasta aqui, hemos podido definir ciertos conceptos a través de objetos que llamamos
conjuntos. Sin embargo, no tenemos una definiciéon clara sobre lo que realmente es un
conjunto. Idealmente nos gustaria asociar a cada propiedad p, un conjunto A que conten-
ga todos los elementos que cumplan la propiedad p, es decir, A = {x : p(z)}. El problema
con esta definicion es que no a todas las propiedades se les puede asignar un conjunto, una
leccion muy bien enseniada por Bertrand Russell, quien en 1901, propuso un contraejemplo
conocido hoy como la paradoja de Russell o la paradoja del barbero que demostro que la
teoria de conjuntos formulada por Cantor y Frege era contradictoria.

El contraejemplo de Russell es el siguiente: Consideremos p la propiedad siguiente
p(x) = (z es un conjunto) A (z ¢ z),

y supongamos que existe un conjunto R asociado a esta propiedad. No es dificil ver que
se cumple la siguiente equivalencia

ReR < R¢R.

De esta forma fue necesario desarrollar una teoria axiomética de conjuntos que evitara
este tipo de paradojas. Fue asi como Ernst Zermelo y Adolf Fraenkel, postularon unos (al
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1.4 Axiomas de Zermelo-Fraenkel

principio) nueve axiomas que sirven para definir conjuntos de forma “permitida’”.

Finalizaremos esta seccién dando un vistazo a la axioméatica de Zermelo-Fraenkel.

DEFINICION 1.4.1

(Axiomatica de Zermelo-Fraenkel) Los axiomas de Zermelo-Fraenkel son los
siguientes:

(i)

(i)

(i)

(vi)

Axioma de FExtension o Extensionalidad. Este axioma establece que dos con-
juntos X y Y son iguales si tienen los mismos elementos, es decir,

VX, W Vz(r e X <= z€Y) = X =Y).

Axioma del conjunto vacio. Este axioma garantiza la existencia de un con-
junto (que llamaremos conjunto vacio y denotamos por &) que no contiene
elementos, es decir,

X, Vz (x ¢ X).

Azxioma de Pares. Este axioma establece que para cualquier par de conjuntos
X y Y, existe un conjunto, tal que los tnicos elementos que contiene son X
y Y, es decir,

VX, VY, 3Z, VW (W eZ < (W=X)v(W=Y)).
Azxioma de la union. Si X es una coleccion de conjuntos, entonces existe un

conjunto cuyos elementos son los elementos de los conjuntos que contiene X,
es decir,

VX, 3Y,VZ(ZEY < IW(ZeW AW € X)).

Axioma del Conjunto Potencia. Si X es un conjunto, entonces existe un con-

junto cuyos elementos son los subconjuntos de X (que denotamos por 2% o
P (X)), es decir,

VX, 3Y,VZ(Z €Y < ZCX).

Azioma de Separacion. Si ¢ (x) es una propiedad y X es un conjunto, enton-
ces existe un conjunto Y cuyos elementos son aquellos elementos de X que
verifican ¢ (z), es decir,

VX, Y, Ve (z €Y <= z€ X Np(2)).
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(vii) Awzioma de Regularidad. Todo conjunto no vacio contiene un elemento con el
que no comparte ningtn elemento, es decir,

VX, Y (Y EXAYNX =0).

(viii) Azioma del Conjunto Infinito. Existe un conjunto que tiene infinitos elemen-

tos, es decir,
W (@eYAVXeY, X, €Y),

donde X, = X U{X}

(ix) Azioma de Reemplazo. Si ¢ (x,y) es una funcion proposicional y A es un
conjunto, entonces existe el conjunto de los elementos b que verifican ¢ (a, b)
para algin a € A, es decir,

VX, 3Y, Jae X (beY < ¢(a,b)).

NB. Existe una teorfa axiomatica alternativa, la axioméatica de Bernays-Godel-Von Neu-
mann, que estd basada en la distincion de clases y conjuntos, pero aqui nos enfocamos
solo en la axioméatica de Zermelo-Fraenkel (que de ahora en adelante lo abreviaremos
como ZF).

1.5. EIl Axioma de Eleccidon

A los axiomas de Zermelo-Fraenkel, se les agrego el siguiente axioma.

Axioma de Eleccion: Sea A # @ y (X,),cq una familia de conjuntos no vacios. En-

tonces existe una funcion f: A — |J X, tal que para cada a € A, f(a) € X,.
acA

Observacion 1.5.1 Lo anterior es equivalente a decir que si A # @y (X,),c4 €s

una familia de conjuntos no vacios, se tiene que [] X, # @. En otras palabras, el
acA
axioma de eleccion asegura que para cualquier colecciéon de conjuntos, se puede elegir

de forma simultédnea un elemento de cada uno de ellos (de ahi viene su nombre).

Cabe mencionar que en el caso de familia infinita, la operaciéon "simultanea eleccion"
no es obvia y su legitimidad se puede cuestionar. El axioma de eleccién fue formulado
en el ano 1904 por Ernst Zermelo para formalizar su principio de buen ordenamiento,
(véase subseccion 1.5.1). A pesar de todas las discusiones y controversias que ocasiond
este axioma, en el ano 1938 Kurt Godel demostrd que si la teoria Zermelo-Fraenkel, en
abreviacion ZF, es consistente (problema que atn es abierto), entonces la teoria ZFC
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(es decir, ZF mas el axioma de eleccion) también lo es. La demostracion de Godel, sin
embargo, dejaba abierta la posibilidad de que el axioma de eleccion se podia derivar de los
otros axiomas. Sin embargo, en el ano 1963 Paul Cohen demostrd que esto no es cierto,
es decir, el axioma de eleccion es independiente de los deméas axiomas y tanto el como su
negacion se pueden agregar a ZF sin tener problemas de inconsistencia. La teoria ZFC es
la teoria que utilizamos por defecto en la matemética moderna.

Llegado a este punto, es menester mencionar un teorema muy importante dentro de la
logica matematica, el Teorema de incompletitud de Gddel. Dicho teorema establece que
una teoria de primer orden” que contiene la aritmética de Peano (por ejemplo, la teoria
de conjuntos), no puede ser consistente y completa a la vez. Es decir, si los axiomas de
dicha teoria no se contradicen entre si, entonces se pueden construir formulas a través de
dichos axiomas que no pueden probarse ni refutarse.

Las discusiones que genera el axioma de eleccién, son debidas a que con el se hacen
verdaderas algunas afirmaciones que al inicio pueden verse “contraintuitivas” como por
ejemplo la famosa Paradoja de Banach-Tarski que asegura lo siguiente:

Cada bola B se puede descomponer en un numero finito de partes Ay, ..., Ar y
a partir de ellas, mediante operaciones rigidas (desplazamientos y giros) se puede
obtener

(1) Una bola de radio dos veces mayor que la original.

(2) Un nudmero finito de bolas del mismo tamario.

NB. La paradoja de Banach-Tarski sirve también como ilustracion de la existencia de
conjuntos no-medibles. Aunque la teoria de la medida escapa de los contenidos de este
texto, cabe mencionar otra paradoja del axioma de eleccion: el intervalo [0, 1] se puede
escribir como unién numerable de conjuntos disjuntos, que son traslaciones del mismo
conjunto. Dichos conjuntos, por lo tanto, no pueden ser (Lebesgue) medibles.

1.5.1. Equivalentes formas del Axioma de Eleccién

En esta subseccion, estableceremos tres versiones equivalentes del axioma de eleccion, que
citamos a continuacion:

- (Teorema de Zermelo / Principio de buen ordenamiento) Todo conjunto admite un
buen ordenamiento.

- (Lema de Zorn) Cada conjunto X ordenado, con la propiedad de que cada cadena
tiene una cota superior (en X ) tiene un elemento mazimal.

2es decir, los axiomas de la teoria se pueden formular en lenguaje de primer orden: los cuantificadores
3 (existencial) y V (universal) solo pueden operar en variables de base.
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- (Principio de Hausdorff) Cada conjunto parcialmente ordenado tiene una cadena
mazimal.

Empezamos por demostrar la equivalencia entre los dos tltimos.

Proposicion 1.5.2 El lema de Zorn es equivalente al principio de Hausdorff.

DEMOSTRACION (ZORN = HAUSDORFF): . Supongamos primero la validez del Lema
de Zorn y consideramos un conjunto X # @& parcialmente ordenado. Sea F el conjunto
de todas las cadenas en X, ordenado por la relacion inclusion de conjuntos. Sea C una

cadena cualquiera de (F,C) y sea A = |J Y. Veamos que A es una cadena de (X, <).
Yec
En efecto, para cada z,y € A existen conjuntos Y;, Y5 (cadenas de X) tales que = € Y7,

y € Y5. Como C es una cadena y Y, Ys € C podemos suponer que Y; < Y5. Se deduce
que z,y € Yy, y como este tltimo conjunto es totalmente ordenado, podemos suponer
que = <y, y, y por lo tanto z <4 y. Esto muestra que A es una cadena de (X, <),y
por lo tanto un elemento de F. Deducimos facilmente que A es una cota superior de la
cadena C. Podemos entonces aplicar el Lema de Zorn y obtener una cadena B € (F, <)
maximal para la inclusion, por lo que se deduce el principio de Hausdorff.

[Hausdorff = Zorn|. Vamos a demostrar el reciproco. Sea (X, <) un conjunto parcial-
mente ordenado con la propiedad que cada cadena tiene una cota superior (en X).
Aplicando el Principio de Hausdorff, obtenemos una cadena maximal C y llamamos
T € X una cota superior. Ahora, vamos a establecer que T es un elemento maximal
de X. En efecto, si existe T > Tecon T #* T entonces la cadena C se puede prolongar
adicionando el elemento T (que es comparable y superior a todos los elementos de la
cadena), lo que contradice su maximalidad. U

Para deducir el Lema de Zorn por el Axioma de Eleccidon, necesitaremos introducir la
nocion de p-torre.

DEFINICION 1.5.3

(¢-torre) Sea X un conjunto, F C P (X) una familia cualquiera de conjuntos y
¢ : F — X una funcion. La familia F se dice una ¢-torre si cumple las siguientes
propiedades:

(i) @ € F.

(ii) Si{A;:i € I} es cualquier cadena en (F, C), entonces |J A; € F.
i€l

(i) Si A € F, entonces AU{p (A)} € F.
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Notemos que P (X) es trivialmente una @-torre y que si { F;|i € I} es una familia cual-

quiera de ¢-torres en P (X)), entonces (] F; es también una ¢-torre. Con esta observacion,
i€l
tenemos la siguiente definicion.

DEFINICION 1.5.4

(Sub-¢-torre minima) Sea F una ¢-torre. La interseccion M de todas las sub-
p-torres de F se llama sub-@-torre minima.

Es obvio por su definiciéon que la sub-¢-torre minima M es tnica, contiene al menos dos
elementos (el conjunto vacio @ y el conjunto { (&)}) y esta contenida en cada ¢-torre
F. Mostramos ahora que M es una cadena de F. En lo que sigue, diremos que M € M
es un elemento medio si para cada M’ € M se tiene que M’ C M o bien M C M’, es
decir, M es comparable con todos los elementos de M.

Proposicion 1.5.5 Sea F C P (X) una p-torre de X. La sub-p-torre minima M
es una cadena de (F, C).

DEMOSTRACION: Tenemos que establecer que cada elemento de M es un elemento
medio. Por eso necesitamos establecer primero lo siguiente:

Afirmacion: Si M es un elemento medio de M, entonces para cada M’ € M, se tiene
que M" C M o bien M U{p(M)} C M.

Prueba de la afirmacion. Definamos el conjunto
Fu={MeM: M CMobienMU{p(M)} C M} .

Observamos que M € Fj; € M. Mostraremos a continuaciéon que Fp; = M. Para
eso, es suficiente establecer que Fj, es una p-torre. Las propiedades (i) y (ii) de la
Definicién 1.5.3 son inmediatas. Probamos ahora que F); también cumple con la pro-
piedad (iii). En efecto, sea M’ € Fyy, es decir, M’ C M o bien M U {p (M)} C M.
En el segundo caso es obvio que M’ U {p (M)} € Fu (ya que M U {p (M)} C
M'" U {p(M')}). Podemos entonces limitarnos al caso M’ C M. Observamos enton-
ces que M'U{p (M)} € M (ya que M' € Fpy € M y M es una ¢-torre), por lo
tanto es comparable con el elemento medio M. Si M' U {¢ (M')} € M, deducimos
directamente que M’ U {¢ (M")} € Fus. Nos queda tratar el caso M C M'U {p(M')}.
Recordando que M’ C M se deduce que M = M’ o bien M = M' U {¢ (M')}. En el
segundo caso M' U {¢ (M')} es un elemento de Fy; (ya que M lo es), mientras que en
el primer caso se tiene M U{p (M)} = M'U{¢ (M')} que implica M'U{p (M")} € Fu
(por la definicion de Fyy). O
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Consideramos ahora el conjunto
F:={M € M : M medio} C M.

Se trata de mostrar que F= M, o de forma equivalente que F es una p-torre. Igual
que en el caso anterior, las propiedades (i) y (ii) son faciles de comprobar. Mostramos
la (iii). Sea M € Fy M’ € M. Como M es medio (por definicién del conjunto F),
se tiene (por la Afirmacion) que M’ C M (por lo tanto M’ C M U {¢(M)}) o bien
MU{p (M)} € M'. En ambos casos se deduce M U{p (M)} € F v la propiedad (iii)
se cumple. O

Corolario 1.5.6 Si F es una -torre, entonces existe A € F tal que p(A) € A.

DEMOSTRACION: Sea M C F la sub-¢-torre minima contenida en JF. Por la Propo-

sicion 1.5.5, M es una cadena en F. Consideremos A = [J M. Por la propiedad
MeM

(ii) de la Definicion 1.5.3 se deduce que A € M, y por la propiedad (iii) tenemos que

AU{p(A)} € M. Lo anterior implica que AU {p(A)} C A (ya que A es la union de

todos los elementos de M) de donde concluimos el resultado buscado. U

Estamos ahora en posicién de demostrar el principal teorema de esta seccion.

TEOREMA 1.5.7

(Equivalencias del Axioma de Eleccion) Dentro de la teoria ZF, los enuncia-
dos siguientes son equivalentes:

(i) Axioma de eleccion.

)
(ii) Lema de Zorn.
(iii) Principio de Hausdorft.
)

(iv) Teorema de Zermelo (Principio de buen ordenamiento).

DEMOSTRACION: La Proposicion 1.5.2 establece la equivalencia (ii) <= (iii). Comple-
taremos la demostracion del teorema a través de las siguientes implicaciones:

(i)=(ii). Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y F C P (X) el conjunto de
todas las cadenas de X (incluyendo la cadena vacia). Para cada A € F, tomamos a,
una cota superior (c.f. axioma de elecciéon) y definamos el conjunto:

Th={rzeX:(aa<z) & = (x<an)},

donde = (z < ay) es la negacion de x < ay. Para demostrar el Lema de Zorn, sera
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suficiente establecer la existencia de una cadena A € F para la cual T4 = &, pues en
este caso a4 seria un elemento maximal en X. Supongamos que no existe tal cadena,
es decir, para toda cadena A, se tiene que T4 # &. Entonces, utilizando nuevamente
el axioma de eleccion, existe una funciéon de eleccion

gOZ.F—> UTA’
AeF

tal que para cada A € F, ¢ (A) € T4. Veamos a continuacion que F es una ¢-torre.
En efecto, observemos:

- @ € F por construccion.

- Sea {A;}ic; € F una cadena de F. Notemos que [ J A; es una cadena de (X, <).
i€l
En efecto, sean a,b € |J A;. Entonces existen i,j € I tales que a € A;, b € A;.
i€l
Como {A4;}icr es una cadena, uno de los conjuntos, digamos A;, contiene al otro.
Entonces, ambos elementos a, b pertenecen a A;, por lo que estan relacionados
por el orden de alguna forma. Asi se demuestra que (J A; es una <-cadena, es
i€l

decir |J A4; € F.

i€l
- Sea A € F. Queremos ver que AU {p(A)} € F. En efecto, notemos que

a€A = a<as<p(4).

Hemos demostrado asi que F es una ¢-torre.

Por el Corolario 1.5.6, existe A € F tal que AU {p(A)} € A. Como a4 es una cota
superior de A, tendremos que ¢ (A) < ay, y ademas ¢ (A) € T4 (por la definicion de
¢). Ahora recordando la definicion del conjunto T4 se tiene que —(¢ (A) < ay), lo que
es una contradiccion. Por lo tanto, existe A tal que Ty = @ para el cual a4 es maximal
en X.

(ii)=(iv). Sea X un conjunto no vacio. Consideramos el conjunto W de todas las
relaciones de buen orden en subconjuntos de X, es decir, R € W si existe £ C X, tal
que R C Ex Ey (F,R) es un conjunto bien ordenado. En lo que sigue, utilizaremos el
simbolo <g para la relaciéon R sobre E y denotemos los elementos de W por (E, <g).
Definamos un orden parcial < sobre W

E C Ey
(B, <g) = (B2, <p,) <+ <p, esuna extension del orden <pg, (1.6)
Ve € Ey,Vy € By \ E tal que z <pg, y.
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Se puede comprobar facilmente que < es una relacion de orden en W. Sea (E;, <g,)ics

una cadena arbitraria de Wy E = U E;. Definamos un orden <g en F como sigue: si
icl

x,y € I, entonces existe iy € [ tal que z,y € E;, y afirmamos

T<py <= TZpg ¥

Es inmediato que la relacion de orden <p esta bien definida. Mostramos a continuaciéon
que el conjunto (E, <g) esta bien ordenado: En efecto, sea A C E no vacioy z € A
con ig € I tal que x € I;,. Entonces A N E;, tiene minimo en FE;, (por ser E;, bien
ordenado). Este elemento es también minimo de A por la tercera propiedad que pedimos
en la definicion de orden (véase (1.6)). Se deduce que (E, <g) es una cota superior de
la cadena (Ej, <g,)c; Aphcando el Lema de Zorn, se obtiene un elemento maximal

(E,<: 7) € W. Observemos que E = X. En efecto, si existe 7o € X \ E, entonces se
puede extender el buen orden de E al conjunto E := E U {x} afirmando que zy > z
para cada x € E, lo que contradice la maximalidad de (E, <z)

(iv)=-(i). Sea {X,},. 4 una familia cualquiera de conjuntos no vacios. Consideramos un
buen orden en el conjunto |J X, (c.f. Teorema de Zermelo). Se puede entonces definir

acA
la funciéon
f: A= U X,
acA
f(B) = min Xp
Hemos demostrado asi que [ X, # &. O
acA

Es importante notar que el axioma de eleccion, igual que sus versiones equivalentes, solo
aseguran la existencia de objetos, pero no proporcionan ninguna construccion explicita
de ellos. Por ejemplo, no se sabe (ni se puede saber) como es un buen orden en R.

1.5.2. Aplicaciones del Axioma de Eleccién
En esta seccion veremos algunas aplicaciones interesantes del axioma de eleccion.
I. Existencia de base algebraica

Recordatorio: Sea E un espacio vectorial, I' C E se dice linealmente independiente, si para
cada {f;},cp € I finito y para cada {\;},. C R se tiene

Z)\Zfizo = \; =0 para todo i € F.

1€EF
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Un espacio vectorial, se dice de dimensién infinita, si para cada n € N, existe un conjunto
con n-elementos en F que es linealmente independiente. Asi E es de dimensién finita,

si no es de dimension infinita, es decir, existe algin n € N tal que para cada conjunto
n+1

{fi,--, far1} C E, existen {A1,..., \ps1} € R no todos cero, tales que > A\;f; = 0. En
i=1

este caso, el minimo ny € N con esta propiedad es la dimension de F.

Un conjunto B C E se dice base algebraica (o base de Hamel) del espacio vectorial E si:

(i) B eslinealmente independiente (es decir, cada subconjunto finito de B es linealmente
independiente).

(ii) (B) = E, es decir, para todo = € E existen subconjuntos finitos {f1,..., f,} C By
{A1,.--, A} C R de forma que

i=1

Se puede observar, como consecuencia de (i), que los conjuntos {fi,...,f.,} € By
{A1,.-., A} € R asociados a = son unicos.

Proposicion 1.5.8 (Existencia de base de Hamel) Todo espacio vectorial tie-
ne una base de Hamel.

DEMOSTRACION: Sea E un espacio vectorial y sea X el conjunto de subconjuntos B
de E que son linealmente independientes. El conjunto & se considera ordenado por

la inclusion. Sea (B;),.; una cadena dentro de X' y definamos D = |J B;. Mostramos
iel

que D es linealmente independiente: sea F' C D finito. Entonces existe i € [ tal que

F C B,,. Como B, es linealmente independiente, se deduce que F' lo es, y por lo tanto

D € (B;);;- Al aplicar el Lema de Zorn, se obtiene un elemento maximal B € X. Se
deduce fécilmente que (B) = E, pues si T € E \ (B) entonces B = BU {z} € X,
contradiciendo la maximalidad de B. O

Aprovechamos para mencionar una consecuencia altamente contraintuitiva del Teore-
ma 1.5.8.

Corolario 1.5.9 Existen dos funciones periodicas f,g : R — R con la propiedad
f(x) + g (z) = z para cada x € R.

DEMOSTRACION: Vemos R como espacio vectorial sobre el cuerpo de los racionales Q
y consideramos una base de Hamel (necesariamente infinita) (e;);c;. Entonces, para
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cada = € R, existe un tnico conjunto finito J C I y (A;)jes C R tales que
r = Z /\j ej.
jed
Fijamos un i € I (arbitrario) y definimos las funciones
f@)=XNye, v g(z)= Z Ajej, conx € X.
je\{io}

Se comprueba facilmente que f es e;-periodica (siempre que i # ig) y g es €;,-
periddica. 0

I1. Existencia de ultrafiltros no triviales (Boolean Prime Ideal Theorem)

Comenzaremos con la siguiente definicion.
DEFINICION 1.5.10
(Filtro) Sea 2 # @. Una familia F C 2% se dice un filtro sobre Q si:
(i). o ¢ F.
(ii). paratodo A, Be F: ANDBeF.
(iii). paratodo Ae FyCe2®: ACC = CeF.

Ejemplo 1.5.11 (i). La familia con un solo elemento F = {Q2} es un filtro. Este filtro
es el elemento minimo del conjunto de todos los filtros (ordenado por inclusion).

(ii). Sea A C € no vacio. Entonces
Fi:={Bec2%: ACB)}
es un filtro (es el filtro generado por el conjunto A).

La siguiente definiciéon serd muy importante en los capitulos siguientes.

DEFINICION 1.5.12

(Propiedad de interseccion finita - PIF) Sea X # @. Decimos que una familia
de conjuntos F de X tiene la propiedad de interseccion finita (en adelante, PIF') si
cualquier subfamilia finita de ésta tiene intersecciéon no vacia, es decir, para cada
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n € N, y para cada {F},..., F,} € F se tiene que

Ar o
=1

Observacion 1.5.13 Se deduce facilmente de la propiedad (ii) de la Defini-
cion 1.5.10 que todo filtro tiene la PIF.

Proposicion 1.5.14 (Filtro generado por una familia con PIF) Sea X # @
y sea G C P(X) una familia que tiene la PIF. Entonces existe un filtro F sobre X
con G C F, y determinado por G. Este filtro se denota por (G).

DEMOSTRACION: Consideramos el conjunto

]—":{FQX:HnGN,EI{Gl,..‘,Gn}EGcon ﬂGigF}.

i=1

Mostramos que F es un filtro, es decir, cumple las propiedades (i), (ii) y (iii) de la
Definiciéon 1.5.10.

(i) @ ¢ F (porque G tiene la PIF).

(ii) Si F,F’' € F, entonces existen n,m € N,y Gy,...,G,, Hy,...,H, € G tal que
NG:iCF, () H CF'. Luego
i=1 i=1

() (e

i=1
por lo tanto FNF' € F.

(iii) Si I € Fy A D F, entonces existe n € N, y existen Gy,...,G, € G tal que
N G; CF C A, luego A e F.

=1

Hemos demostrado asi que F es un filtro. O
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DEFINICION 1.5.15

(Ultrafiltro) Un filtro F (sobre Q) se dice ultrafiltro (o a veces hiperfiltro), si
para cada filtro F’ sobre € se tiene que

FCF — F=F.

En otras palabras, los ultrafiltros de €2 son los elementos maximales del conjunto
de todos los filtros de Q (parcialmente ordenado por la inclusion).

Ejemplo 1.5.16 Sea w € Q. Es facil ver que el filtro Fy,; generado por {w} es un
ultrafiltro que con un pequeno abuso de notacion, lo denotaremos (w) (en lugar de ({w})).
Los ultrafiltros que se obtienen de esta manera se llaman wultrafiltros triviales. En este
sentido, cada elemento de un conjunto no vacio se puede identificar con el ultrafiltro que
genera.

En un conjunto finito, los tnicos ultrafiltros que existen son los ultrafiltros triviales. A
continuaciéon veremos como consecuencia del Lema de Zorn, que si 2 es un conjunto
infinito, entonces existen ultrafiltros no triviales (es decir, que no son de la forma de
Ejemplo 1.5.16). La siguiente proposicion caracteriza de mejor manera los ultrafiltros.

Proposiciéon 1.5.17 (Caracterizacion de ultrafiltros) Sea F un filtro de X.
Los enunciados siguientes son equivalentes:

(i) Para cada A C X, se tiene que

AeF obien X\ Ae F.

(ii) F es un ultrafiltro.

J

DEMOSTRACION: [(i) = (ii)] Si F no es maximal, entonces existe F’ filtro, tal que
F C F.Sea A e F'\ F, por (i), como A ¢ F, entonces X \ A € F por lo que
X\ A € F, lo que es una contradiccion.

[(ii) = (i)] Supongamos que existe un conjunto A C X tal que A ¢ Fy X\ A ¢ F.

Sea G = F U {A}. Veamos que G tiene la PIF. Supongamos que G no tiene la PIF, es
n+1

decir, existen Gy,...,G,y1 € G tal que () G; = @. Podemos suponer (sin pérdida de
i=1
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generalidad) que G, 11 = A, es decir

(QG)M:@.

Se deduce que

ﬁGigX\A

i=1

de donde se concluye que X \ A € F, lo que es una contradiccion. Esto muestra que
la familia G tiene la PIF. Notamos por (G) el filtro generado por G. Por la Proposi-
cion 1.5.14, tenemos que existe 7' 2 (G) 2 F, lo cual contradice la maximalidad de

F. O
Ejemplo 1.5.18 (i). Sea F un filtro sobre Q y supongamos que F contiene un conjunto
finito A = {ay,...,ar} C Q. Es facil ver que F se puede extender a un ultrafiltro trivial

(generado por un elemento de A).

(ii). Sea I' = {A C N: (N\ A) finito}. Es facil ver que I' es un filtro (el filtro de los con-
Juntos co-finitos), pero no es un ultrafiltro. En efecto, el conjunto P = {m € N : m es par}
es infinito y tiene complemento infinito, por lo tanto N\ P ¢ T'y P ¢ T". Se deduce por la
Proposicién 1.5.17 que I' no es un ultrafiltro. Ademaés, si p es un ultrafiltro que contiene
I', entonces p no puede ser un ultrafiltro trivial.

El siguiente resultado, consecuencia del axioma de elecciéon, garantiza que cada filtro
se puede extender a un ultrafiltro, y por lo tanto existen ultrafiltros no triviales (c.f.
Ejemplo 1.5.18(ii)).

Proposicion 1.5.19 (Boolean prime ideal axiom - BPI) Todo filtro puede
ser extendido a un ultrafiltro.

DEMOSTRACION: Sea F un filtro, y § = {F C P (X) : Fles un filtro, yF C F'} equi-
pado con el orden de inclusién. Vamos a demostrar que (§, C) cumple las hipotesis del

Lema de Zorn. Sea C una cadena en (§,C),y F = |J F'. Veremos que F es un filtro.
Flec

- @ ¢ F, ya que para cada F' € C se tiene que @ ¢ F'.

- Sean A, B € F, luego A € Fi, B € F5. Como C es una cadena, entonces podemos
suponer que F; C Fo y A, B € F5. Luego como F> es un filtro, entonces AN B €
JF> de donde concluimos que AN B € F.

- Sea A € F,y B D A. Tenemos que existe 7' € C tal que A € F', por lo que
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B € F' de donde concluimos que B € F.

Se tiene entonces que F' es un filtro. Por el Lema de Zorn, (§, C) tiene un elemento
maximal F’, es decir, 7’ es un ultrafiltro. O

Ejemplo 1.5.20 (Ultrafiltros de N) Los ultrafiltros de N son:
(i) Los ultrafiltros triviales (n) =n, n € N

(ii) Los ultrafiltros que extienden el filtro de co-finitos.

Observacion 1.5.21 Hemos visto que “lema de Zorn = BPI”. Mencionamos,
sin demostrarlo, que el reciproco no es cierto, es decir, el BPI es estrictamente mas
débil que el Axioma de Eleccion. Sin embargo, el BPI tampoco se puede deducir de
la teoria ZF.

1.6. Aritmética de Cardinales

En esta seccion definiremos el concepto de cardinal de un conjunto. Cuando un conjunto es
finito, parece intuitivo definir el cardinal de este conjunto, como la cantidad de elementos
que tiene. El problema surge cuando se trata de conjuntos infinitos, por ejemplo los
conjuntos N y R. ;Coémo distinguir entonces entre los diferentes tipos de infinito? Los
siguientes resultados nos ayudarédn a definir el concepto de cardinal para un conjunto
cualquiera.

Proposicion 1.6.1 Sean X, Y # . Las siguientes propiedades son equivalentes.
(i) Existe una inyecciéon f: X < Y.

(ii) Existe una sobreyeccion g : Y — X.

J

DEMOSTRACION: (i) = (ii). Primero, observamos que f es una biyeccion entre X
y su imagen f(X). Fijando zy € X (elemento arbitrario), definimos la sobreyeccion
g :Y — X como sigue:

g(x):{fl(y) sy € f(X)
zg sioyé f(X).

(i) = (i). Sea g : Y — X. Para cada x € X, se define A, = g7 '(x) C Y. Asi (A,)sex
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es una particiéon de Y. Por el axioma de eleccion, existe una funcion

X A=Y

zeX

tal que f(z) € A, = g~!(z). Concluimos facilmente que f es una inyeccion. O

Observacion 1.6.2 Notemos que la implicacion (ii)=-(i) se demuestra aqui me-
diante el axioma de eleccion.

A veces puede ser dificil establecer de manera inmediata una biyeccion entre dos conjuntos.
El siguiente teorema resuelve de cierta manera la disyuntiva de encontrar biyecciones.

TEOREMA 1.6.3

(Schréder-Bernstein) Sean X, Y # &. Si existen inyecciones
f:X=Y & ¢g:Y—=X,

entonces existe una biyeccion h: X — Y.

DEMOSTRACION: Sea 3y € Y. Si f~1(yo) existe, definimos o = f~!(y0). De lo con-
trario, decimos que yo € Yy. Si ahora g '(zg) existe, definimos y; = ¢~ '(xg), sino,
decimos que yp € Y. Si continuamos este proceso tanto como sea posible, entonces
una de estas tres situaciones debe ocurrir:

(i) Alcanzamos algin x,, € X \ g(Y). Nos detuvimos porque ya no hay un elemento
y €Y con g(y) = z, (esto puede ocurrir ya que g no necesariamente es sobreyec-
tiva).

(ii) Alcanzamos algin y, € Y\ f(X). Nos detuvimos debido a que no existe algin
z € X con f(z) =y, (esto puede ocurrir porque f tampoco es necesariamente
sobreyectiva).

(iii) Este proceso continua por siempre, generando sucesiones

para todo n € N.

{Zntnen € 9(Y), {Yn}nen € f(X), con { Yn Z;C(x”)

Tn (yn-l—l)
Para cada y € Y tenemos un proceso bien definido que puede tornarse en uno de estos

tres caminos, y asi podemos particionar el conjunto Y en tres subconjuntos mutuamente
disjuntos. Definamos
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Yx ={y € Y : proceso termina con z, € X \ g(Y)},
Yy = {y € Y : proceso termina con y, € Y \ f(X)},

Y, ={y € Y : proceso no termina}.

El mismo proceso puede ser aplicado empezando con elementos de X, que puede ser
particionado en tres conjuntos disjuntos. Definamos

Xx ={x € X : proceso termina con z, € X \ g(Y)},
Xy ={z € X : proceso termina con y, € Y \ f(X)},

Xo = {x € X : proceso no termina}.

Notemos que la restriccion de f a Xx es una biyeccion de Xx a Yx. Para probar esto
se verifica facilmente que

e Siz € Xy, entonces f(x) € Yy.

e Para cada y’ € Yy, existe un elemento 2’ € Xx con f(2') = y'. Este elemento es
lnico, ya que f es una inyeccion.

Por el mismo argumento, vemos que g : Yy — Xy es una biyeccién, y por lo tanto
g ' : Xy — Yy también lo es. Finalmente es facil ver que f : X, — Y, también es
una biyeccion. Definamos la funcion h: X — Y como

flz) si z€e XWXy
My =q M
g Hz) si ze Xy,

que es una biyeccion entre los conjuntos X e Y. 0

El siguiente resultado, que se demuestra aqui mediante el axioma de eleccion, es muy
importante para lo que sigue a continuacién.

TEOREMA 1.6.4

(Dicotomia) Sean X,Y # @. Entonces al menos una de las siguientes alternativas
es cierta:

(i). Existe una inyecciéon de X en Y.

(ii). Existe una sobreyeccion de X en Y.
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DEMOSTRACION: Sea F el conjunto de todas las inyecciones f : A < Y donde A C
X. Identificando cada inyeccion f (elemento de F) con su grafo Graph (f), podemos
ordenar este conjunto mediante la inclusion, es decir

f =g < Graph(f) C Graph (g). (1.7)

Es facil ver queen el caso f: A—=Y yg: B <Y, se tiene que

A CB
f=2g9
gla =1
Sea (fi)icr una cadena en F y sea I' = (J Graph (f;). Mostremos que I' es el grafo de
i€l
una funcion f inyectiva (definida sobre | J A;, si f; : A; < Y'). Para eso, es suficiente
i€l

mostrar que para cada (z,y), (z/,y') € I se tiene que
x#x siysolosi y#y. (1.8)

En efecto, existen i,j € I tal que (z,y) € Graph(f;) y (2/,y') € Graph(f;). Como
(fi)ier es una cadena, se puede suponer que f; < f; por lo tanto (z,y), (',y') €
Graph (f;). Dado que f; es una inyeccion, se concluye que (1.8) es cierta. Por lo tanto
I' = Graph (f) con f inyectiva, y se deduce directamente que f es una cota superior
de la cadena (f;)ier-

Aplicando el lema de Zorn, obtenemos un elemento maximal ]? € F, con f: A=Y,

o~ o~

(ACX).SiA# Xy f(A) #Y, entonces existen elementos g € X\ Aeyy € Y\ f(A)

o~

que permiten extender f a la siguiente inyeccion
[ AU{zo} = (F(A) U{y}),

con
~ flx) sizeA
{1
Yo Sl x = .
Es obvio que fes una extension estricta de f, lo que contradice la maximalidad de ésta
ultima. Se concluye entonces que A = X (y en este caso f : X < Y es una inyecciéon
de X aY),0 B=Y (en cuyo caso f~!:Y < X es una inyecciéon de Y a X). O

Ya estamos en condiciones de definir formalmente lo que es un conjunto finito.
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DEFINICION 1.6.5
(Conjunto finito) Un conjunto F' # @ se dice finito, si existe np € N y una

biyeccion ¢ : F — N, == {1,...no}.

Un conjunto que no cumple la Definiciéon 1.6.5 se dice infinito. El siguiente resultado
caracteriza los conjuntos infinitos.

Proposicion 1.6.6 (Caracterizacion de conjuntos infinitos) Sea X un con-
junto no vacio. Los enunciados siguientes son equivalentes.

(i) No existe una biyeccion entre X y N,, ;== {1,...,n} para ningtin n € N.
(ii) Existe una inyeccion f: N — X.

(iii) Existe una familia A C P(X) que no tiene elemento minimal con el orden
que define la inclusién de conjuntos.

(iv) Existe una inyeccion g : X — X \ {Z} con z € X.

J

DEMOSTRACION: Mostraremos la proposiciéon mediante las siguientes implicanciones:

(i)=(ii). Sea n € N. Aplicando el Teorema 1.6.4 (Dicotomia) podemos deducir que
existe una inyeccion f, : N,, < X. (En efecto, la opcion alternativa queda excluida por
la hipotesis, porque implicaria que X estaria en biyeccion con Ny para algun & < n.)

Utilizando el axioma de eleccion, elegimos para cada n € N una inyeccion f, de N,, a
X y definimos de forma recursiva una funcion f : N — X como sigue:

f(1) = fi(1)
: : (1.9)

fin+1) = fara(k) con k =min{j € Ny = fura(5) & F(Na)}

Mostramos que f es una inyeccion. Sea A := {n € N : card(f(N,)) = n}, es decir,
n € A siy solo sila restriccion de f en N, es una inyeccion. Se deduce facilmente
por (1.9 quel e Ay [ne€ A=n+1¢€ A, por lo tanto A es inductivo y A = N. Se
concluye facilmente que f, definida por (1.9) es una inyeccion.

(ii)=(iii). Sea f : N < X una inyeccion y A = {[n,00) NN : n € N}. Definamos
A={f(A): A e A} Entonces para cadan € N se tiene que f([n,00)) 2 f([n+1,00)).
Por lo que A no tiene elemento minimal para la inclusion.

(iii)=(ii). Sea A; € A. Como A; no es minimal para la inclusion, existe A, € A con
A1 2 Aj. De manera inductiva, se define una sucesion (A,,),en de conjuntos de A tal
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que A, 2 A, ;1 para todo n € N. Observamos que para cualquier n,m € N con n < m
tenemos

(An \ An—f—l) N (Am \ Am—i-l) =4dJ.

Para todo n € N, elegimos un elemento z,, € A, \ 4,41 (c.f. axioma de eleccion). Se
concluye que la funcion

N =X
n — f(n)=x,,

es una inyeccion.
(ii)= (iv). Sea f : N < X una inyeccion y Z = f(0). Definamos la funcion

g($):{f(n+1) s o= f(n)
x si x¢ f(N)

Se deduce facilmente que g es una inyeccion de X a X \ {z}.

(iv)=-(i). Es facil ver que el conjunto finito N,, := {1,...,n} no verifica la propiedad
(iv). Entonces, si existiera una biyeccion h : X — N,,, tendriamos que

hogoh_I:Nn‘%Nn\{h@)}

serfa una inyeccion entre N,, y un subconjunto propio de N,, de (n — 1) elementos, lo
que es una contradiccion. U

La existencia de una biyecciéon entre dos conjuntos X y Y nos permite identificar sus
elementos, y por lo tanto sus subconjuntos, las funciones sobre ellos, etc. Es facil ver que
esta relacion cumple las propiedades (i)—(iii) de la Definicion 1.2.1, por lo tanto seria una
relacion de equivalencia en el conjunto de todos los conjuntos, si este tltimo existiera. A
pesar de este problema, vamos a declarar que dos conjuntos que se encuentren en biyeccion
son equivalentes y vamos a proceder a definir los cardinales como clases de equivalencia de
esta relacion. Es obvio que el conjunto de los cardinales (conjunto de clases de equivalencia
del conjunto de todos los conjuntos) tampoco existe®.

DEFINICION 1.6.7

(Cardinal — definicién informal) Sea X un conjunto. Se define el cardinal de
X (card(X)) como la clase de equivalencia de todos los conjuntos que se pueden
poner en biyeccion con X. El simbolo card(X) (que a veces denotamos por |A|) se

3 Sin embargo, siempre que fijemos un universo U y consideremos conjuntos dentro este universo, todo
se define correctamente.
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lee también “cardinalidad de A”.

Conforme con la definiciéon anterior, cada conjunto finito con n elementos, esta en la
clase de equivalencia de N,,, y dicha clase se representa por el nimero natural n, es decir
card(F') = n. El cardinal de un conjunto finito esta identificado por el niimero natural que
corresponde a la cardinalidad del conjunto. (La cardinalidad del conjunto vacio es cero.)

La siguiente definiciéon dara sentido a la comparacion entre card(A) y card(B) incluso
para conjuntos infinitos.

DEFINICION 1.6.8
(Orden en los cardinales) Sean X,Y # &. Decimos que:
(I). card(X) < card(Y) <= 3df:X — Y (inyeccion).
(I). card(X) =card(Y) <= 3f:X — Y (biyeccion).
(III). card(X) > card(Y) <= 3f:X — Y (sobreyeccion).
La Proposiciéon 1.6.1 y el Teorema 1.6.3 aseguran la compatibilidad de la Definicion 1.6.8
que proporciona un orden al “conjunto” de los cardinales. El Teorema 1.6.4 (Dicotomia)

asegura que es un orden total. Veremos méas adelante que la relaciéon de orden definida
por (I) es un buen ordenamiento en el conjunto de ordinales.

DEFINICION 1.6.9

Decimos que card(X) < card(Y) si existe una inyeccion f : X < Y y no existe

ninguna inyeccion de Y a X (de forma equivalente, no existe biyeccion entre X e
Y).

Denotaremos por Ry al cardinal de N. Se tiene que:
card(N) := Xy > n := card(N,,) para todon € N.

DEFINICION 1.6.10

(Conjunto numerable) Un conjunto A se dice numerable si existe una inyeccion
A — N, o de forma equivalente, si

card(A) < N,.

Si A es numerable infinito, entonces la Proposicion 1.6.6 (caracterizacion de conjuntos in-
finitos) y el Teorema 1.6.3 (Teorema Schréder-Bernstein) aseguran que hay una biyeccion
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entre A y N, por lo tanto
card(A) = card(N) = R,.

Es facil ver que los conjuntos 2N (ntimeros pares) y 2N + 1 (ntumeros impares), a pesar
de ser subconjuntos estrictos de N, tienen la misma cardinalidad que N, es decir Ry. En
efecto, la funcion n — 2n (resp. n — 2n+1), n € N, es una biyeccion entre N y 2N (resp.
entre N y 2N + 1). Luego, para cada k € N, la funcion n — n + k define una biyeccion
entre N y el conjunto N\ [, :={n € N: n > k}, por lo tanto

card(N) = card(2N) = card(2N + 1) = card(N \ I) = Ro.

Si F' es un conjunto finito, entonces card(N U F') = card(N) = Ry. Por tltimo, colocando
en biyeccion el conjunto 2N con NU {0} y el conjunto 2N+ 1 con —N (enteros negativos),
obtenemos una biyeccion entre Z y 2N U (2N + 1) := N, por lo tanto card(Z) = N,.

A continuacion veremos mas ejemplos importantes de conjuntos numerables:

Ejemplo 1.6.11 (i). Para cada k € N, los conjuntos N¥ y Z* son numerables.

DEMOSTRACION: Observemos que card(N?) = Ry. En efecto, los elementos de
N? se pueden enumerar (i.e. ponerse en biyeccion con los ntimeros naturales)
mediante la sucesion

(1,0), (0,1), (2,0), (1,1), (0,2), (3,0), ...

lo que muestra que card(N?) = card(Z?) = N,. Este argumento se generaliza
facilmente para cualquier £ € N. Luego, dado que Z se puede poner en biyeccion
con N, se deduce facilmente que para todo k& € N los conjuntos Z* y N* también
se encuentran en biyeccion, es decir card(Z*) = card(N¥) = Ry, O

(ii). Para cada k € N, Q" es numerable. (En particular, el conjunto de los racionales es
numerable).

DEMOSTRACION: Observamos que la funcion

p: (NU{0}) xN —Q

(n’m) = 90(n7m) = m

es sobreyectiva, por lo cual card(Q) < card(N). Dado que N C Q, concluimos
que card(Q) = Ny, y por (i) card(Q*) = V. O

(iii). Sea A numerable, y X, numerable para cada a € A. Entonces |J X, es numerable.
acA



33

DEMOSTRACION: En efecto, el hecho que X, es numerable para cada a € A,
implica la existencia de una sobreyeccion f, : N — X,. Definamos entonces una
sobreyeccion
»:NxA — |J X,
acA
(n7 a) = qb(”ﬁ CL) = fa(n)'
Notemos que esta demostracion requiere del uso del axioma de eleccion. O

(iv). Como consecuencia de lo anterior, el conjunto N<“ de los subconjuntos finitos de N
es numerable:

N<w _ U N[k}’

keN

donde
N¥ = {4 C N: card(A4) = k}.

DEMOSTRACION: Primero observamos que NI¥ se inyecta a N¥, por lo tanto es
numerable para todo k € N. Este resultado se deduce por (iii), tomando A = N
v X = NI, O

Observacion 1.6.12 (i). Una consecuencia directa del Ejemplo 1.6.11(ii) es que el
conjunto D C R de puntos de discontinuidad de una funcién creciente f : R — R
es numerable. En efecto, a todo = € D, le asociamos un nimero racional que se
encuentra dentro del intervalo (f~(x), fT(z)) de R\ f(R) definido por los limites
a izquierda y a derecha de f en x. Para distintos puntos de discontinuidad, dichos
intervalos son disjuntos, y se define asi una inyeccion de D a Q.

(ii). Como card(N) = card(Q), existe una biyeccion = : N —— Q que define una
“enumeracion” de Q. En particular Q = {z(n) : n € N} = {2, }nen. Por lo que se
puede transferir en Q el buen orden de N. Cabe notar que esta operaciéon depende
de la biyecciéon x, es decir, no es canodnica.

(iii). En la teorfa ZF, cada conjunto numerable admite un buen ordenamiento. En
efecto, si X es un conjunto numerable, se puede transferir el buen orden de los
naturales N a X mediante cualquier biyecciéon entre X y N.

El siguiente resultado muestra que se pueden crear conjuntos con cardinalidad estricta-
mente mas grande que cualquier cardinalidad de referencia. El argumento de la demos-
tracion, conocido como argumento diagonal de Cantor, es parecido al argumento de la
paradoja de Russell.
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TEOREMA 1.6.13

(Cantor) Para cada conjunto X no vacio, se tiene que

card(X) < card(2¥).

DEMOSTRACION: La funcién

{ f:Xes2X

z = f(z) = {z},
es una inyeccion, por lo tanto card(X) < card(2X). Para concluir, necesitamos esta-
blecer que no hay sobreyeccién de X hacia 2%. De no ser asi, existiria una funcion

g : X — 2% sobreyeccion, y sea N = {r € X : 2 ¢ g(x)} C X. Como N € 2% y g es
sobreyectiva, existe xy € X tal que g(xy) = N. Entonces

rg € N < 19 € g(x9) < x9 ¢ N,

lo que es una contradiccion. O

Mostramos a continuaciéon que el conjunto de los ntmeros reales R tiene cardinalidad
estrictamente superior a la cardinalidad de N. Denotamos por ¢ la cardinalidad de R (que
se suele llamar cardinalidad del continuo), es decir:

card(R) = c.

Proposiciéon 1.6.14 (Cardinalidad del continuo) Se tiene que

card(2") = card(R) := c.

DEMOSTRACION: Dado que card(N) = card(Q), entonces tenemos que card(2Y) =
card(2?). Demostraremos que card(2?) = card(R).

e Paracadaz € R, definamos ¢(z) = {¢ € Q : ¢ < z}. Concluimos inmediatamente
que ¢ : R < 22 es una inyeccién, y por tanto card(R) < card(29)

e Sea A C N. Consideremos el nimero decimal: 1 +a; - 107! 4+ ay - 1072... € R,
donde
1 site A
a; =
0 sii¢ A

Se define asf una inyeccion 1 : 28 < [0,1] C R.

Concluimos aplicando el Teorema 1.6.3 (Schroder-Bernstein). U
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Deacuerdo a la Definicion 1.6.7, los cardinales son clases de equivalencia de la relacion
X ~Y < df: X — Y (biyeccion). A estas clases de equivalencia se les puede definir las
siguientes operaciones:

DEFINICION 1.6.15
(Aritmética de cardinales) Sean a y ( dos nimeros cardinales.

- Definimos « + 5 = card(S), donde S es un conjunto de la forma S = AU B,
con card(4) = o, card(B) =y AN B = @.

- Definimos « - f = card(S), donde S es un conjunto de la forma S = A x B,
con card(A4) = a y card(B) = f.

- Definimos o = card(S), donde S es un conjunto de la forma

S=]]4.
i€B
donde card(A;) = a para todo i € B, y card(B) = f.
Es facil mostrar que estas definiciones son consistentes, en el sentido de que no dependen

de ningtn conjunto en particular dentro de la clase de equivalencia de los conjuntos de la
misma cardinalidad.

El siguiente teorema, nos entrega un resultado importante dentro de los ntimeros cardi-
nales infinitos.

TEOREMA 1.6.16

(Aritmética de cardinales) Sean «, 8 dos nimeros cardinales, con Xy < 5 < a.

Entonces:
(i) a+8=a,
(i) a- 8 =a.

DEMOSTRACION: Es claro que
a<a+pf<a+a vy afa-f<a-a,

por lo que podemos suponer que o = [ y mostrar que a +a =a 'y a-a = q.

(i). Sea A un conjunto con card(A) = a. Usando el Lema de Zorn, podemos encontrar
una familia no vacia F = {4, : i € I} de subconjuntos de A, maximal para la inclusion,
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con las siguientes propiedades:
(a) Para cada i € I, card(4;) = N,.

(b) Paracadai,jel,coni#j, AiNA =2a.

i€l
pérdida de generalidad, podemos suponer que B = &, ya que tomando cualquier iy € I,
podemos substituir el conjunto (numerable) A;, por el conjunto A, U B (que también
es numerable). Entonces A = [ J A;, de donde tenemos que o = card(A) = X, -card(7),
el
por lo que o = card(N x I). (Es decir, A se escribe como uniéon de /-copias de N.)

Es facil ver que si B = A\ (U Az), entonces B debe ser un conjunto finito. Sin

Consideramos ahora los conjuntos
Co=2N:={neN:nespar} & C;=2N+1:={ne€N:n esimpar}.

Entonces (Co x [) U (Cy xI) =Nx 1,y (CyxI)N(Cy x I)=a. Por lo que tenemos
que

a = card(Cy x I)+card(C; x I) =Ry - card(]) + Ry - card(]) = o + av.
(ii). Sean A un conjunto con card(A) = o'y

G={(D,f):DCA, f:D— D x D es biyectiva}.
Definimos la siguiente relaciéon de orden

(D.f) < (E.q) < {D <
f = 9|D'

Podemos observar que G no es vacio, ya que podemos encontrar un subconjunto D C A
tal que card(D) = Wy. Es facil ver que G retne las hipotesis del Lema de Zorn, por
lo que tenemos un elemento maximal (D, f) € G. Note que si 6 = card(D), entonces
0-0=29.

Si pudieramos probar que D = A, estarfamos listos. Pero esto no es necesariamente
cierto (por ejemplo si A = N, todo subconjunto cofinito es maximal). Sin embargo,
probaremos que ¢ = «. Supongamos que § < «a. Sea ' = A\ D, notemos que § +
card(F') = a. Como ¢ < a, por (i) se debe tener que card(F') = «. Entonces existe un
subconjunto E C F' con card(F) = . Ahora, consideremos el conjunto

P=(ExE)J(ExD)U(DxE),
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donde las uniones son disjuntas, pues £ N D = &. Luego,

card(P) = card(E x E) + card(E x D) + card(D x E)
=004+0-04+0-0=06+0+0=209=card(F).

Esto significa que existe una biyecciéon g : £ — P. Se puede deducir facilmente de la
relacion END = @ que PN (D x D) = @. Combinando con lo anterior, obtenemos
una biyeccion h: DU E — (D x D)U P, tal que h|, = fy h|p = g. Como tenemos
que (D x DYUP =(DUE) x (DUE), entonces (DU E, h) € F lo que contradice la
maximalidad de (D, f). O

Corolario 1.6.17 Si «a es un cardinal infinito, y si 5 es un nimero cardinal, entonces:
2< <2 = pr=2°

DEMOSTRACION: Se tiene que 2* < % < (29)* = 2% = 2% lo cual demuestra el
resultado. O

Observacion 1.6.18 Con el corolario anterior, podemos ver que la tnica forma
de obtener distintos cardinales (con las operaciones definidas anteriormente), es a
través de potencias entre cardinales.

Dentro de la teoria axioméatica ZFC (teoria Zermelo-Fraenkel, enriquecida con el axioma
de eleccion) no se puede probar ni refutar la existencia de un conjunto A C R tal que

Ny < card(A4) < c.

Dicho lo anterior, la afirmacion intuitiva que ¢ es la “siguiente” cardinalidad (sucesor
inmediato?) de Ny, que denotamos R; , se conoce como hipdtesis del continuo. Tanto la
hipotesis de continuo (8; = ¢), como su negacion (X; < c¢), son consistentes con la
axiomatica ZFC, y dan lugar a dos teorfas distintas (e incompatibles entre ellas).

Més atin, en la teoria ZFC no se puede ni demostrar ni refutar la existencia de conjuntos
infinitos A, B tales que card(A) < card(B) < 244, La afirmacion card(2%) es el cardinal
que sigue a card(A) se conoce como hipdtesis del continuo generalizada. Por otra parte,
en la teoria ZF, se ha demostrado que el axioma de elecciéon es una consecuencia de la
hipotesis del continuo generalizada.

4 Como veremos a continuacion, hablar de cardinal sucesor tiene todo su sentido.
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1.7. Ordinales

En esta seccién, trataremos el tema de los nimeros ordinales. Con el fin de dar una intui-
cién sobre los niimeros ordinales, comenzaremos con la siguiente definicion, que generaliza
la definicion dada en la seccion (1.4).

DEFINICION 1.7.1

(Segmento inicial) Sea (X, <) un conjunto bien ordenado y x € X. Se define el
segmento inicial como el conjunto I, = {y € X : y < x}.

Observamos que si min(X') es el elemento minimo de X, entonces Iy = 9.

TEOREMA 1.7.2

(Principio de Inducciéon Transfinita) Sea A C X'. Supongamos que para cada
xr € X, se tiene que [[, C A = z € A|. Entonces A = X.

DEMOSTRACION: Notemos que Iy = F C A = min(X) € A —= A # . 85i
A # X, entonces X'\ A # @, y existe zg = min(X'\ A) ¢ A, luego [,, C A = ¢ € A,
lo que es una contradiccion. O

El principio de induccion transfinita es la generalizacion directa del Teorema 1.3.4 (Princi-
pio de induccion fuerte), pues asi como esta tltima se utiliza en N, la induccién transfinita
se utiliza en cualquier conjunto bien ordenado. El siguiente lema nos ayudara a entender
de mejor manera los ntimeros ordinales.

Lema 1.7.3 Si (X, <) es bien ordenado y A C X, entonces J = |J I, es un segmento
€A
inicial de X o es igual a X .

DEMOSTRACION: Si J # X, entonces X \ J # &. Sea o = min(X \ J) ¢ J, por lo
tanto, I, C J. Note que I, = J. En efecto, si existiera y € J\ I,,, entonces tendriamos
y > . Como xy ¢ J, se tiene que y > zy. Se deduce que z( € I,. Como y € J, entonces
existe z € A tal que

yel, — xy€el, — xg€ J,

lo que es una contradiccion. l

Ahora, vamos a utilizar el Lema 1.7.3 para mostrar que dados dos conjuntos bien orde-
nados, o bien son isomorfos, o bien uno es isomorfo a un segmento inicial del otro.



39

Proposicion 1.7.4 (Dicotomia entre conjuntos bien ordenados) Sean dos
conjuntos (X, <) e (), <) bien ordenados. Entonces al menos una de las siguientes
alternativas es cierta:

(i). Existe ¢ : X < Y inyeccion isétona tal que o(X) es un segmento de ) (o
todo )).

(ii). Existe 1 : Y < X inyeccion isétona tal que p()) es un segmento de X (o
todo X ).

J

DEMOSTRACION: Sea F C 2%*Y el conjunto de inyecciones isétonas entre X o seg-
mentos de X e ) o segmentos de ). Consideramos en F el orden parcial definido por
la inclusion (cada inyeccion isétona se identifica con su grafo, que es un subconjunto
de X x V). Sea (¢;)ier una cadena de F. Se ve facilmente que

L Graph(p,)

iel

representa el grafo de una funcién inyectiva e is6tona. Se deduce del Lema 1.7.3 que
dicha funcion esté definida en un segmento de X (o todo X’) con imagen un segmento
de Y (o todo )), por lo tanto pertenece a F y es una cota superior de la cadena (¢;);e;-
Al aplicar el Lema de Zorn, existe un elemento maximal ¢ : A — B, donde A es un
segmento de X (o todo X) y B es un segmento de ) (o todo V). Si tanto A como
B son segmentos (de X y resp. de ), se tiene que A = I, y B = I, para algunos
elementos xg € Ay yo € B. Entonces la funcion

¢ AU{zo} = BU{yo}

definida por
izeA
o> Fa) = p(r) six
Yo sl x = Ty,

es una inyeccion, lo que contradice la maximalidad de (. Se deduce entonces que
A = X o bien B = ). Luego, si A = X (resp. si B =)) entonces ¢ : X — ) (resp.
Ypi=p Y X ) define un isomorfismo de érdenes. O

Es facil ver que la existencia de un isomorfismo de 6rdenes (biyeccion isotona) define
una relacion que cumple las propiedades (i)—(iii) de la Definicion 1.2.1, por lo tanto una
relacion de equivalencia en el conjunto de los conjuntos bien ordenados (si este ultimo
existiera). Con este pequeno abuso, podriamos definir informalmente los ordinales, como
clases de equivalencia de conjuntos bien ordenados.
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A continuacion, procederemos a definir formalmente los ordinales como representantes
transitivos de dichas clases de equivalencia.

DEFINICION 1.7.5

(Conjunto Transitivo) Un conjunto x se dice transitivo si para todo y € X se
tiene que y C z. En otras palabras, se cumple:

Vyex, Vze€y, 2z €.

Con la definiciéon anterior, definimos el ordinal de la siguiente forma.

DEFINICION 1.7.6

(Namero Ordinal) Un conjunto « se dice un ordinal, si « es bien ordenado con
respecto a la relacién de pertenencia €, es transitivo y todo S € « es transitivo.

La propiedad anterior, siendo hereditaria, garantiza que si a es un ordinal y 8 € «,
entonces [ es un ordinal. El conjunto vacio @ es trivialmente un ordinal (que denotamos
por 0), vy coincide con el elemento minimo (con respecto al orden €) de cualquier otro
ordinal.

Sea a un ordinal y consideremos a + 1 := aU {a}. Entonces a + 1 también es un ordinal
y a se identifica con el segmento I, del ordinal a + 1.

Ejemplo 1.7.7 (Construccion de los nimeros naturales en ZF) El segundo axio-
ma de la axioméatica ZF asegura la existencia del conjunto vacio (que es trivialmente un
ordinal). Tomando o = &, construimos iterativamente todos los nimeros naturales:

1:={0} ={2,{a}},
2:= {07 1} = {@){@}}7
3= {07172} = {@,{@}7{®,{®7{®}}}}

Observacion 1.7.8 (i). NU{0} es un ordinal (que representa la clase de equivalen-
cia del conjunto bien ordenado N). Efectivamente identificando 1 (elemento minimo
de N) con 0 (conjunto vacio, elemento minimo de NU {0}), luego n con n — 1 para
cada n € N, se obtiene una biyecciéon is6tona (isomorfismo de érdenes).

(ii). Méas general, sea (X, <) un conjunto bien ordenado. Identificando cada x € X
con su segmento [, (véase (1.7.1)) deducimos que min X’ se identifica con el conjunto
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vacio @ y para todo z,y € X se tiene que:
y<zxr <<= yer <+— yCu (1.10)

Mediante induccion transfinita (si X' es infinito) se establece que (bajo dicha iden-
tificacion) X es un ordinal.

Utilizando esta identificacion, la Proposicion 1.7.4 (Dicotomia entre conjuntos bien orde-
nados) en el caso de ordinales av y f se traduce en la siguiente tricotomia:

(i) a es un segmento de [.
(ii) B es un segmento de a.
(iii) a = 8.

Es bastante natural definir el siguiente orden en el conjunto de ordinales.

DEFINICION 1.7.9

(Orden en Ordinales) Si a y (3 son ordinales, definimos

a<f <= «a€f <=« esunsegmentode (. (1.11)

Observacion 1.7.10 (i). Para todo ordinal «, se tiene que o < o + 1.

(ii). La relacion definida por la Definicion 1.7.9 en los ordinales no es realmente una
relacion de orden, pues la relacion € no refleja, debido al axioma de regularidad.
Sin embargo, cumple las demas propiedades de un orden total.

Lema 1.7.11 Sia # 0 es un ordinal, entonces 0 < «, es decir 0 es el ordinal mas pequeno.

DEMOSTRACION: Como « # 0, entonces a < 06 0 < . Si a < 0, entonces o € &, lo
cual serfa una contradiccion. O

A partir de ahora, utilizaremos también la notacion [0, x) para representar el segmento I,
cuando x pertenece a un ordinal. El siguiente resultado es muy importante y se demuestra
aqui mediante el axioma de eleccion.
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TEOREMA 1.7.12

(Primer ordinal no numerable) Existe un conjunto (Q, <) bien ordenado, no
numerable, con la propiedad que todos sus segmentos sean numerables, eso es:

VeeQ: I, ={y €Q:y <z} es numerable.

Ademas, el conjunto es tnico bajo isomorfismos de 6rdenes.

DEMOSTRACION: Sea X un conjunto no numerable cualquiera. Consideremos en X un
buen orden < (c.f. Teorema de Zermelo). Si (X, <) no tiene la propiedad deseada,
entonces consideramos el conjunto

A={r e X : Xy < card(l,)} # @.

Sea @ = min(A). Note que Q = I, tiene la propiedad deseada.

En efecto, si y € Q entonces y € Iy, es decir y < Q, por lo tanto card(/,) < R, por la
definicién del conjunto A.

Mostramos ahora la unicidad del conjunto @ (bajo isomorfismos de érdenes). Sean

Q, Q" dos conjuntos bien ordenados con la propiedad anterior. Entonces por la Proposi-
cién 1.7.4, existe una inyeccion isomorfica Q@ < Q' 6 bien Q' — Q. En particular

card(Q) >Ny y card(Q') > N,

por lo tanto Q (resp. ') no puede estar en biyeccion con un segmento de Q' (resp. Q).
Deducimos que la inyecciéon anterior es biyectiva, y se tiene que Q = Q' (isomorfismo de
ordenes). O

A partir de ahora, identificamos Q con el ordinal que representa su clase de equivalencia,
eso es, interpretamos < como € (véase (1.10)) e identificamos minQ con 0 = &. Sea w el
primer ordinal no finito, es decir,

w:=min{ € Q: card(§) > Ny} .

Se deduce facilmente que w := I, = [0,w) coincide con el ordinal N U {0}. En efecto,
definamos un isomorfismo de 6rdenes ¢ entre NU {0} y w como sigue:

o(n) =min(@\ (p(0) U...Up(n— 1))

Notamos que cada ordinal « se identifica con el segmento [0, « + 1) que define su sucesor,
véase también Observacion 1.7.10(i). A continuacion diferenciaremos los ordinales en dos
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tipos, los ordinales que son sucesores (de otro ordinal) y los ordinales de tipo limite.

DEFINICION 1.7.13

(Ordinal sucesor/limite) Un ordinal a se dice un ordinal sucesor si existe un
ordinal 8 tal que « = 8+ 1. Un ordinal a # @ se dice un ordinal limite si no es
un ordinal sucesor, es decir, no tiene un antecesor inmediato.

Observacion 1.7.14 Con la definicién anterior, tanto w como Q son ordinales limi-
tes. Por otra parte, la cardinalidad entre un ordinal infinito y su sucesor no cambia.
Mas atn, el ordinal w es el primer ordinal limite. En la Figura 1.2 vemos una repre-
sentacion intuitiva de los primeros ordinales.

Figura 1.2: Representacion de los primeros ordinales hasta w* (Imagen de Wikipedia).

El siguiente lema caracteriza los ordinales limite.

Lema 1.7.15 Sea « un ordinal. Entonces « es un ordinal limite, si y sélo si o # 0 y para

cada [ se tiene que
pe0a) = p+1e€]|0,a). (1.12)

DEMOSTRACION: Sea « un ordinal limite y § < «. Tenemos entonces la tricotomia
B+1<a,6bien a < f+1,06bien f+ 1 = «. El dltimo caso queda descartado por
definicién de ordinal limite. Supongamos que o < S+ 1. Entonces a = § 6 bien a < 5.
Como (8 < «a, entonces si o = (3, se tendria que o < «, lo que es una contradiccion.
Concluimos entonces que §+ 1 < «.

Para mostrar la otra implicacién, supongamos por contradiccion, que o # 0 es un
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ordinal sucesor que cumple (1.12). Entonces existe & tal que o = & + 1. Luego £ <
£+ 1 = « (en particular £ < «) y por (1.12), tenemos que £ + 1 < a, lo que es una

contradiccion. Concluimos entonces que « es un ordinal limite.

Observacion 1.7.16 (Cardinales vs Ordinales) Sea A un cardinal. Tomando X
un conjunto con card(X’) = A\ y considerando un buen orden en X, obtenemos un
ordinal (mediante la habitual identificacion de los elementos de X' con su segmentos).
El cardinal A se puede identificar con el minimo ordinal de la misma cardinalidad,
es decir:

A=min{: £ ordinal & card(§) = A }.

Mediante dicha identificacion, los cardinales se inyectan dentro de los ordinales,
por lo tanto estan bien ordenados. En particular, tiene sentido hablar del siguiente
cardinal Wi ; del N, (véase formulacion de la hipotesis del continuo). Observamos
que el cardinal Ny se representa por el ordinal w, y que todo £ € [w,Q) tiene la
misma cardinalidad card(§) = V.

Finalicemos esta seccién con la siguiente observacion.

Observacion 1.7.17 Fijamos A C Q = I, cualquier subconjunto numerable. En-
tonces existen dos casos:

(i) A tiene un elemento maximo (es decir, existe a, = méx(A)), por lo tanto

ACI, U{a,} =1, <[0,Q),

x+1 -+

donde a,,; denota el sucesor inmediato de a,.

(i) AC U L.
x€A
En el caso (ii) observamos que |J I, es numerable (c.f. Ejemplo 1.6.11 (iii)), por
€A
lo tanto se tiene que |J I, € [0,Q) (por razones de cardinalidad). Se deduce que A

€A
tiene una cota superior dentro el conjunto [0,Q2) = Q. Sea

S={xeQ:VacAa<z} y a,=min(S).

Entonces A C [,, U{a,}, es decir, en ambos casos sup(A4) < Q.

O

La observacion anterior muestra que es imposible obtener Q como supremo de un sub-
conjunto numerable de Q. Este resultado se utilizard mas adelante, en topologia, para

distinguir entre las nociones de compacidad y compacidad secuencial.
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El concepto de continuidad de una funcion es de vital importancia en el Analisis Mate-
maético. La busqueda de definir este concepto en espacios méas complicados dio la idea de
definir estructuras en donde este concepto pueda ser generalizado, més alla desde el punto
de vista de los cursos de Calculo. Fue en el ano 1906 que Maurice Fréchet en su articulo
Sur quelques points du calcul fonctionnel, introdujo los espacios métricos. Un espacio mé-
trico es un conjunto X al cual se le ha definido una nocién de distancia d(x,y) para cada
par de puntos x,y € X. Esta nocién de espacio métrico sera suficiente para poder definir
la continuidad de una funcién, asi como conceptos de aproximacioén o acumulacion.

2.1. Definiciéon y ejemplos

DEFINICION 2.1.1

(Espacio métrico) Sea X # @ un conjunto. Decimos que la funcion
d:XxX >R,
es una distancia (0 una métrica) sobre X si cumple las siguientes propiedades:
(Dy) para todo z,y € X : d(z,y) =0 < z=y;
(Ds) para todo z,y € X : d(z,y) =d(y,x) (simetria);
(D3) para todo z,y,z € X : d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) (desigualdad triangular).

En tal caso, al par (X, d) lo llamaremos espacio métrico. Cuando no haya ambi-
gliedad sobre la distancia, llamaremos al espacio métrico simplemente X.

Es facil ver que la distancia satisface las siguientes propiedades:

n—1
-paratodon >2y xy,...,x, € X d(xy,z,) < > d(zg, mig1).
i=1
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- para todo z,y,z € X :  |d(z,y) — d(y, z)| < d(z,2).

Observacion 2.1.2 (Pseudo-distancia) Una funciéon d : X x X — R, que cum-
ple solo las propiedades (D) y (Dj3) se dice pseudo-distancia. En este caso, es facil
ver que la relacion

r~y = d(z,y)=0

es una relacion de equivalencia sobre X. Luego, si X = (X/ ~) es el espacio cociente
(espacio de clases de equivalencia), entonces la funciéon

d: X x X >Ry
([z], [y]) = d([z], [y]) = d(z,y) con =z € [z], y € [y]

esta bien definida y es una distancia en X.

Un ejemplo tipico de espacios métricos son los espacios normados. Recordamos la defi-
nicion general de un espacio normado. (A continuacién, consideramos siempre espacios
vectoriales sobre el cuerpo R de los reales.)

DEFINICION 2.1.3
(Espacio normado) Sea E un espacio vectorial. Decimos que la funciéon
N:ER,
define una norma en F, si
(N7) N(z) =0 <= x=0;
(Ng) para todo z € X y A € R se tiene que N(Az) = |A| N(z) (homotecia);
(N3) para todo z,y € X : N(z+vy) < N(x)+ N(y) (desigualdad triangular).

Llamamos al par (£, N) espacio normado. Si no hay ambigiiedad sobre la norma,
denotaremos al espacio normado simplemente por E.

Si (E, N) es un espacio normado, entonces la funciéon

{d:XxX SR, 1)

(x,y) w—d(z,y):=N(x—y), Yo,y € E

define una distancia: en efecto la propiedad (D;) es inmediata por (N7), (D2) se obtiene
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de (N3) colocando A = —1 y (Dj3) se obtiene expresando = — z como (x — z) + (2 —y) v
aplicando (N3) y (D3). Por lo tanto (£, d) es un espacio métrico.

Observacion 2.1.4 La distancia definida por (2.1) satisface ademaés lo siguiente:
(Dy) paratodoz,y,z € E: d(z+z,y+2z)=d(z,y) (invariancia por traslacion);
(D5) paratodoz,y € X y A€ R: d(A\x,\y) = |\|d(y,z) (homotecia);

Es interesante notar que en un espacio vectorial, las propiedades (D;)—(Ds) caracte-
rizan las distancias que provienen de una norma. En efecto, si d es una distancia en
un espacio vectorial £ que satisface adicionalmente (D4)—(D5), entonces la siguiente
funcién define una norma en E para la cual (2.1) se cumple:

N(z) =d(z,0), VxeFE.

En efecto, las propiedades (N;) y (N2) son inmediatas. Para la propiedad (N3),
observamos que para cada z,y € F se tiene que:

N(z) + N(y) = N(z) + N(—y) = d(z,0) +d(0, —y)
>d(z,—y) =d(x+y,0) = Nz +y).

A continuacién, veamos algunos ejemplos de espacios métricos que provienen de espacios
normados. Consideramos primero los espacios normados de dimension finita.

Ejemplo 2.1.5 (Espacios normados de dimension finita) Sea E es un espacio vec-
torial de dimension finita dim £ = d. Fijando una base en FE e identificando cada elemento
de E con sus coordenadas en esta base, se establece un isomorfismo entre E y R?. Por lo
tanto, es suficiente tratar el caso F = R,

(i) (R,|-]) — Recta real. Es el ejemplo mas bésico de un espacio normado. Es facil
ver que si N es una norma en R, entonces existe a > 0 tal que N(t) = aft|, para
cada t € R, donde | - | es la funcion valor absoluto. Tomando o = 1 obtenemos la
distancia habitual de R dada por d(s,t) = |s — t| para cada s,t € R.

(ii) (R% |-|l,) — Espacio euclidiano. Consideramos R? con su norma euclidiana, es decir:

= (x1,...,24) € R (2.2)

y definimos la distancia (euclidiana)

da(z,y) = ||z — yll, para cada z,y € RY.
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Es facil comprobar que ||-||, cumple las propiedades (N;)-(Nz). Sin embargo, la
propiedad (IN3) no es tan directa. Postergamos la demostracion, porque en el ejem-
plo (iv) trataremos el caso general de las llamadas normas-p (la norma euclidiana
corresponde al caso p = 2). No obstante, mencionamos que la norma-2 (norma eu-
clidiana) proviene de un producto escalar (Definicion 2.1.9) lo que nos proporciona
una manera mas facil de establecer que es una norma (c.f. Proposicion 2.1.10).

(iii) (R%]“]l,), (R4, []]l)- Dos normas conocidas en R, son las llamadas norma-uno y

respectivamente norma-infinito (o norma-supremo), definidas para cada
x = (x1,...,74) € R? como sigue:

d
el =32 lal 3 el = i, fa.

Es muy facil comprobar que (N;)—(N3) de la Definicion 2.1.3 se cumplen.

(iv) (R, [[,)- Sea 1 < p < oco. La norma-p en R? se define mediante la formula:

d 1/p
(I, = (Z!%\”) : (23)

Es facil ver que || - ||, satisface (N;)—(IN3). Sin embargo, la propiedad (Nj3) no es
directa, y es conocida como la desigualdad de Minkowski. Su demostracion (véase
Proposicion 2.1.7) esta basada en otra desigualdad, la llamada desigualdad de Hélder
que procederemos a establecer en la Proposicién 2.1.6.

Los casos extremos p =1y p = oo corresponden al ejemplo (iii).)

Proposiciéon 2.1.6 (Desigualdad de Hélder) Sea z,y € R? y p,q € (1,00) ta-

les que
1 1
-+ -=1 (2.4)
p q

d 1/p d 1/q
< (Z |$i!p> : <Z |yi‘q> ; (2.5)

FEntonces

d
E T Yi
i=1

o en otras palabras

< lzlly - lylla -

d
E T Yi
i=1
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DEMOSTRACION: Mostramos (2.5) en tres pasos.
Paso 1. Para todo «a, 8 > 0 se tiene que:

af < a—p—l——q.
p q
S
A
o]
Es
p(t) =t
Ey
-t
o
Fi+FE,>a-03

Figura 2.1: Interpretacion grafica de (2.6).

Consideramos la funcién () = t*~! y observamos que su inversa es ¥(s) = s?71.
Entonces se tiene que

o B
| etar+ [ Cuisias = as, (2:6)
0 0
con igualdad si y solo si = p(«) (véase Figura 33).

d d J
Paso 2. Para todo u,v € R? con Z lu; [P = Z |v;|9 =1 se tiene que |> w;v;| < 1
i=1 i=1 =1
En efecto, para cada i € {1,...,d} aplicamos el Paso 1 para a = |u;| y 5 = |v.
Sumando las desigualdades obtenidas se deduce:
d d d
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Paso 3. Mostramos ahora (2.5). Sean x,y € R? arbitrarios. Si al menos uno de los

vectores x e y es igual a 0, entonces (2.5) se cumple trivialmente. Suponiendo enton-

ces que x # 0 e y # 0y considerando v = z/||z||, y v = y/||y||, deducimos que
d

Z?zl |u; [P = Z?:l |v;]9 = 1. Concluimos por el Paso 2 que > u;v;| < 1, o de forma

=1

equivalente (2.5) O

Proposicion 2.1.7 (Desigualdad de Minkowski) Sean p,q € (1,00) tales que
1/p+1/q = 1. Entonces para todo x,y € R? se tiene que:

d 1/p d 1/p d 1/p
(Zmyﬁp) < (Zw) - (Zw) L@
i=1 i=1 i=1

o en otras palabras,

e +ully < ll2llp + llyll, -

DEMOSTRACION: Sean x,y € R? Observamos primero que

d d

d d
Dol wl < D (wil + lwih)” = D el (el + 1)~ + D lal (el + wal) "
i=1 i=1

i=1 =1

Acotamos las dos tltimas sumas mediante la desigualdad de Hélder. En efecto, apli-
camos dos veces la desigualdad (2.5), para x, = |z;| (luego para z, = |y;|) e
vl = (|z5] + |y:|)P~!. Se obtiene asi que

d d 1/q d 1/q
S (el + Iyl < qup-<2<|xir+ryi\><p1>q> +Hy\@-(Z(\xiHm)@1>q> .

=1 =1 =1

Dado que (p — 1)q = pqg — q = p se deduce que

d d 1/q
(Z(|$z‘|+|%|)p> < (llp + [lyllp) - (Z(|$vz|+|y¢|)p> :

i=1 i=1

Como 1 — 1/¢ = 1/p deducimos facilmente (2.7). O

Veamos a continuaciéon unos ejemplos de espacios normados de dimensiéon infinita.

Ejemplo 2.1.8 (Espacios normados de dimensién infinita) Citamos a continuacion
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unos ejemplos de espacios clasicos de sucesiones o mas general, de funciones.

(I) (¢=(T),]||..)- Sea I # @. Definimos ¢*°(I') como el conjunto de las funciones
acotadas de I' a R. Es facil comprobar que la funciéon

1flle == sup ()], (2.8)

es una norma. En particular, (/*°(T"),ds) es un espacio métrico, donde dy, es la
distancia dada por (2.1). Destacamos aqui dos casos importantes:

- I' = N, donde se obtiene el espacio normado ¢*(N) (que a veces denotamos
por simplicidad ¢°°) de las sucesiones acotadas;

- I' =0, 1], que da lugar al espacio £>°([0,1]) de las funciones acotadas de [0, 1]
a valores en R.

(IT) (C(10,1]), |Ill)- Sea C([0,1],R) el espacio vectorial de las funciones continuas de
[0,1] a R. Dado que cada funcién continua en [0, 1] es acotada, este espacio estéa
contenido en ¢>°([0,1]), y podemos considerar en el la norma definida por (2.8).
Abreviando la notacion, denotamos dicho espacio por C([0,1]) (donde la referencia
al espacio de llegada R y a la norma ||-|| _ son implicitas).

(IIT) (C([0,1]),|]l,,). Consideramos nuevamente el espacio C([0,1],R) de las funciones
continuas de [0,1] a R, y definimos en el la siguiente p-norma (1 < p < 00):

i, = ([ |f(fv)|pdrv)1/p, feco B, (29)

Si p = 1, es muy fécil comprobar que (2.9) define una norma. El caso p > 1 es el
anélogo de la p-norma que vimos en (2.3). La propiedad (N3), es decir

1f 4+ 9llp < |[f1lp + [lgllp para cada f,g € C([0,1]),

se establece aproximando las integrales que definen las normas || f||, y ||g||, (formula
(2.9)) por las funciones escalonadas correspondientes a la subdivision del intervalo
[0,1] en N sub-intervalos de misma longitud 1/N (y tomando el valor méximo de f
y g) en cada subdivision. Luego usamos la desigualdad de Minkowski en el espacio
RY y pasamos al limite cuando N — co. (Dejamos los detalles al lector.) O

(IV) (7, ]ll,) Sea 1 < p < +o0c. Definimos el espacio vectorial de las sucesiones p-
sumables:

= {x = (Tn)ney € RY Z |z, |P < +oo}

neN
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A este espacio se le puede definir la siguiente norma

1/p
]I, == (Z \fcn\p> ;&= (Tp)pen € O, (2.10)

neN

Igual que en el ejemplo (III), para establecer la propiedad (N3), fijamos dos sucesiones
T = (Tn)nen € Y = (Wn)nen ¥ N € N. En virtud de la desigualdad de Minkowski en RY
(para los N primeros términos de las sucesiones) se tiene que

N 1/p N 1/p N 1/p
(zmym) s(zm@ +(z|yi|p> < lell + Nl @11
1=1 =1 1=0

Pasando al limite cuando N — oo se obtiene el resultado. O

Analizaremos a continuacion el caso p = 2 en el Ejemplo 2.1.5(iv) y en el Ejemplo 2.1.8
(IIT)-(IV) que es de suma importancia. Como veremos, corresponde al caso donde la nor-
ma proviene de un producto escalar (véase Observacion 2.1.14 més adelante).

DEFINICION 2.1.9

(Producto escalar) Sea E un espacio vectorial. Decimos que una funcion
b: ExE—R

define un producto escalar (o producto interno) sobre E si se cumplen las siguientes
propiedades:

(Py) Vee E: blx,z) >0 & (b(z,2)=0 <= z=0).
(PQ) Ve,y € E: b(l’,y) = b(y7x)
(P3) para todo x1, 29,y € E y para todo A, Ay € R se tiene que:

b(Mx1 + Aaz2,y) = Mib(x1,y) + Aab(x2,v).

La propiedad (P3) nos dice que la funciéon b(x,y) es lineal con respecto a su primera
variable. La propiedad (P3) nos dice que es simétrica, y por lo tanto también es lineal con
respecto a la segunda variable. La propiedad (P;) es conocida como definida positiva. En
otras palabras, el producto escalar es una forma bi-lineal, simétrica y definida positiva.
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Proposicion 2.1.10 (Producto escalar vs norma) Sea E un espacio vectorial
equipado con un producto escalar b : E x E — R. Sea

N(x) :=+/b(z,x), z€FL. (2.12)
Entonces para todo x,y € E se tiene que
|b(x,y)] < N(x) N(y) (desigualdad Cauchy-Schwarz). (2.13)

En particular la funcién definida por (2.12) es una norma.

J

DEMOSTRACION: Mostramos primero la desigualdad Cauchy-Schwarz (2.13). Sean
z,y € E'yt € R. Deducimos de la propiedad (P;) que b(x + ty, z + ty) > 0. Desarro-
llando esta expresion con la ayuda de la propiedad (P3) y utilizando (Ps) obtenemos:

b(x + ty, x + ty) = b(y,y) t* + 2b(z,y)t + b(z,x) > 0 para todo t € R.

Como el binomio anterior es siempre positivo 6 cero, deducimos que no puede tener dos
raices reales distintas, por lo tanto su discriminante es negativo 6 cero. Combinando
con (2.12) se obtiene (2.13).

Mostramos ahora que (2.12) define efectivamente una norma. Las propiedades (IN7) y
(Ny) siendo inmediatas, consideramos x,y € E'y establecemos la desigualdad triangu-
lar (N3). En efecto, combinando (2.12) con (2.13) tenemos:

(N@z+y)? = blz+y.z+y)=Dbz,z)+2bx,y)+bly,y)
< (N(2))>+2N(2)N(y) + (N(y))* = (N(z) + N(y))?

de donde se deduce el resultado tomando raices. O

Corolario 2.1.11 (R?,||-||,) Volvemos al Ejemplo 2.1.5 (ii) y consideramos la funcién
b:R* xR =R

definida por
d

b(x,y) = sz y; para todo x,y € R (2.14)

i=1
Es fécil comprobar que b(x,y) (que solemos anotar por (z,y)) es un producto escalar, es
decir, que cumple las propiedades (P )-(P3). También es inmediato ver que (2.2) es un
caso particular de la formula general (2.12). Concluimos de la Proposicién 2.1.10 que ||-||,
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es una norma en R?. Como consecuencia de (2.13) obtenemos
[zl < llally - llyll,, Yo,y € RY (2.15)

que es la clasica desigualdad Cauchy-Schwarz en R¢. O
Corolario 2.1.12 (C([0,1]),||:||,) Consideramos ahora el caso p = 2 del Ejemplo 2.1.8 (III)

y definimos el siguiente producto escalar en C([0,1]) (se comprueba facilmente que (P;)-
(P3) se cumplen)

(f.g) = / f(@)g@)da, f.gec(0,1]).

Observamos que

I = ( | 1 ) ) " .

por lo tanto ||-||, es una norma en C([0, 1}). O

Corolario 2.1.13 (¢, ||-||,) Tomamos ahora p =2 en el Ejemplo 2.1.8 (IV) y definimos
para cada T = (Tp)nen, ¥ = (Yn)nen € £2 la funcion

<I7 y) = Z TnYn - (2.16)

Mostramos primero que la funcion (x,y) esta bien definida, es decir que la serie converge.
Fijamos N € N, y aplicamos (2.15) para obtener que

N N N
S| < || Sl [ Il < lely - Il
=0 =1 =1

donde usamos el hecho que las sucesiones z = (), € ¥ = (yn)n son elementos de (2.
Tomando el limite cuando N — oo se deduce que

> Ty

n=1

< llzlly - flylly < o0

por lo tanto (2.16) esta bien definida. Es inmediato comprobar que (2.16) define un pro-
ducto escalar. O

El siguiente resultado (que citamos aqui con demostracion incompleta) caracteriza las
normas que provienen de un producto escalar.
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TEOREMA 2.1.14

(Von Neumann) Sea (E, N) un espacio normado. Entonces la norma N proviene
de un producto escalar si y sélo si verifica la identidad del paralelogramo:

(N(z+1)*+ (N —1y))* =2(N(x)*+2(N(y))* para todo z,y € E. (2.17)

DEMOSTRACION: Sea N una norma definida mediante la formula (2.12). Utilizando la
bi-linearidad del producto escalar, es facil verificar que (2.17) se cumple.

Supongamos ahora que N es una norma que cumple (2.17). En este caso definimos la
siguiente funcién (que pretende ser un producto escalar sobre E):

(N +9)’ = (N —y)*), Vaoyekb. (2.18)

|

b(z,y) =
Es inmediato verificar las propiedades (P) y (P3) de la Definiciéon 2.1.9 y ver que
N(z) = +/b(z,z) para cada z € E.

Para establecer que b es un producto escalar falta comprobar que b es bi-lineal, es decir,
que también cumple la propiedad (P3). Esta parte es més técnica y se omitiré. U

Ejemplo 2.1.15 (Espacios métricos) Damos a continuacion ejemplos de espacios mé-
tricos (X, d) que no son espacios normados. Esto es inmediato cuando X no es un espacio
vectorial. En caso contrario, nos referimos a la Observacion 2.1.4.

(i) (Espacio métrico discreto.) Sea X un conjunto no vacio. Definamos la funciéon
d: XxX — R,

1 siz#y
(ZE,y) = d<x7y)_{0 six:y.

Dicha funcion se llama métrica discreta, y el espacio (X, d) espacio discreto.
(ii) En R? podemos definir la p-distancia (0 < p < 1):

Vo,y eRY:  dy(z,y) = Z |z — yil” . (2.19)

d
i=1

Mostramos que (2.19) define efectivamente una distancia. Las propiedades (D;) y
(D3) son inmediatas. Mostramos que (D3) también es cierta. Sean z,y,z € R%
Mostramos que para todo i € {1,...,d} se tiene que

|z — 2" < o=yl + v — 2l (2.20)
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Sin pérdida de generalidad se puede suponer que x; < y; < 2; (eso es claramente el
peor caso). Consideremos 8 = |x; — z;|, t = |x; — y;| /B y observemos que

lyi — zil

B
Como t,1—1t € (0,1) deducimos que t* 4 (1 —t)? > t+(1—t) = 1. De eso obtenemos
(tB)P + ((1 —t)B)P > pP, lo que es exactamente (2.20).

Podemos observar que d, no puede provenir de una norma ya que no cumple la
propiedad de la homotecia (véase Observacion 2.1.4). O

1—t=

(iii) (Espacio de Duncan) Sea X el conjunto de sucesiones estrictamente crecientes
r = (71)ren € NY tales que existe el siguiente limite (densidad de la sucesion):

d(z) = lim — [{k € N:xz <n}l.

1
n—oo 1,

Sean z,y € X con x # y. Denotamos k(z,y) el menor indice k € N tal que zy # yx
y definamos

) =00+ oy S oA
0 7 siz =y.

d(l‘,y) =

Entonces (X, d) es un espacio métrico que se conoce como espacio de Duncan.

DEMOSTRACION: Es facil verificar que d(x,y) > 0, y si = y, entonces
d(z,y) = 0. Notemos que si x # y, entonces d(z,y) > 0 (pues k(z,y) < +00),
por lo tanto, si d(z,y) = 0 entonces x = y.

e Es obvio que la funcién d es simétrica.
e Sean z,y,z € X, notemos que
[6(2) = 0(y)| < 16(x) = 6(2)| + |0(2) — d(y)|
(por la desigualdad triangular en R), ademés
k(w,y) = min{k(z, 2), (2, y)},

de donde se concluye que d(z,y) < d(x, z) + d(z,y).

Por lo tanto d es una distancia en X. O

(iv) Sea p un ntmero primo. Para z € Q \ {0}, se define

’x‘p = pi‘S?
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donde s € Z es el entero tal que x se puede escribir de la forma

a
s
r=p ga
donde a, b son enteros primos relativos entre si que no tienen a p como factor. Se
define tambié¢n |0], = 0. Definimos

dp(z,y) = |z —y|, con z,y € Q\ {0}.

Entonces (Q, d,) es un espacio métrico.

DEMOSTRACION: Es obvio de la definicion que |z, > 0. Si z = 0 entonces
2], = 0 por definicion. Luego, si x # 0 entonces |z[, = p~® # 0. Por lo tanto,
la funcion d, cumple la propiedad (D) de la Definicion 2.1.1. Es facil ver que
dy(z,y) = dy(y,x) (simetria). Para completar la demostracion y establecer que
d, también cumple la propiedad (Dj), probamos lo siguiente:

(i) 2], =0 <= z =0. En efecto,

(i) |zyl, = |zl, - [y],. Sean z = p* (%) , Yy =p% <%) entonces

Sx+S Qg - Q
ij:pﬁ_y(bfby>,
z Uy

Como a, y a, no son divisibles por p tampoco lo es a,a,, lo mismo ocurre
para b,b,, entonces s = s, + s, es el exponente que hace que
a o
xy =p° <5> con a,b € Z no divisibles por p.
Tenemos entonces que [zy|, =p~* =p~ =% = |z[ - |y],.
(iii) |z +yl, < médx{|z|,,|y[,}. Consideramos la misma factorizacion que en
(iii) para x e y y supongamos sin pérdida de generalidad que s, < s,.
Entonces
a(I)

Ty =P APt
T Y

R P ma, o azb, + p* " a,b,
- () o ().

Claramente b = b, - b, no es divisible por p. Como s, — s, > 0, entonces
p*v % € Z. Luego a = azb,+p** **a,b, € Zy no es divisible por p, entonces
a;by serfa divisible por p, entonces se tiene que = +y = p** 7, y por lo tanto

|z + y|p =p * =max{p **,p ¥} = mzix{\x|p , |y|p}.

Se deduce facilmente que d,(z,y) es una métrica.
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2.2. Topologia de un espacio métrico

La nocion de bola abierta (respectivamente bola cerrada) que introducimos en la siguiente
definicién es muy importante para el desarrollo de la teoria de los espacios métricos.

DEFINICION 2.2.1

(Bola abierta/Bola cerrada) Sea (X,d) un espacio métrico. Para cada z € X
y r > 0 definimos

- La bola abierta (de centro x € X y de radio 7 > 0) como el conjunto

B(z,r)={y € X : d(z,y) < r}.

- La bola cerrada (de centro x € X y de radio r > 0) como el conjunto

B(z,r)={y € X : d(z,y) <r}.

Las siguientes propiedades son inmediatas:
(i) Para todo z € X

r <ry = B(x,m) C B(x,1s).

(ii) Para todo z € X se tiene que

UB@r)=JB@r) =X & ()Blr) =()Br) ={z}.  (221)

r>0 r>0 r>0 r>0

(iii) Cada bola abierta contiene una bola cerrada, es decir,

7' <r = B(x,r") C B(z,7).

Procedemos ahora con la definicién de un conjunto acotado en espacios métricos.

DEFINICION 2.2.2

(Conjunto acotado) Sea (X, d) un espacio métrico y X' C X no vacio. Definimos

el didmetro de K como

diam(K) = sup d(z,y).
zyeK

Diremos que un conjunto A C X es acotado si diam(A) < +oo0.
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Proposicion 2.2.3 (Caracterizacion de conjuntos acotados) Sea (X,d) un
espacio métrico y K C X no vacio. Entonces los enunciados siguientes son
equivalentes:

(i) K es acotado.
(ii) Existe T y r > 0 tal que K C B(z,r).

(iii) Para todo x € X, existe r > 0 tal que K C B(x,r).

DEMOSTRACION: (iii)=-(ii) es obvio.

(ii)=(i). Si K C B(z,r), entonces diam(K') < 2r, es decir, K es acotado.

(i)=-(iii). Supongamos que K es acotado. Sea a := diam(K) y x € X (arbitrario).
Entonces para todo y,z € K se tiene que d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2) < d(x,y) + a. Si
r =d(x,y) + «, tenemos entonces K C B(x, 7). O

2.2.1. Conjuntos abiertos

En un espacio métrico (X,d) a partir de las bolas abiertas, se define el concepto funda-
mental de conjunto abierto.

DEFINICION 2.2.4
(Conjunto abierto - Topologia) Sea (X, d) un espacio métrico.
- Un conjunto U C X se dice abierto, si

VeeUd, FIr>0: B(x,r)CU.

- Sea § C 2% la familia de los conjuntos abiertos del espacio (X, d). Esta familia
se llama la topologia del espacio métrico. (Denotamos la topologia por Iy
cuando hay ambigiiedad sobre el espacio, y por &, cuando se consideran més
métricas en X.)

A continuacién veremos unas propiedades fundamentales de los conjuntos abiertos (es
decir, de la topologia) de un espacio métrico.

Proposicion 2.2.5 (Propiedades de los conjuntos abiertos) Sea (X,d) un
espacio métrico. La familia & de los conjuntos abiertos de X verifica lo siguien-
te:

(31) @, X €. (Los conjuntos &, X son abiertos.)
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(S2) Unién arbitraria de conjuntos abiertos es abierto.

(33) Interseccion finita de conjuntos abiertos es abierto.

DEMOSTRACION: La propiedad (37) es obvia, dado que los conjuntos @ y X satisfacen
trivialmente la Definicion 2.2.4. La propiedad (J2) es inmediata: si U es la unién de los
conjuntos abiertos U; con i € I, y x € U, entonces existe iy € I tal que © € U;,. Por ser
abierto, el conjunto U;, (y por lo tanto ) debe contener una bola B(x,r), para algin
valor r > 0. Esto muestra que U es abierto.

m
Ahora demostraremos (33). Sea {Ui,...,Un} C 3. Si (| U; = D, entonces es abierto
i=1

m
por (). Sino, sea x € [ U;, luego para cada ¢ € {1,...,m}, se tiene que =z € U;.
i=1
Dichos conjuntos son abiertos, por lo que existe r; > 0 tal que B(z,r;) C U;. Tomando
r=min{ry,...,rm} > 0, se tiene que B(x,r) C B(x,r;) CU,. O

Aparte del conjunto vacio y todo el espacio (que siempre son abiertos), la siguiente pro-
posicion asegura que la topologia & contiene méas elementos, si card(X) > 2.

Proposicion 2.2.6 En un espacio métrico, las bolas abiertas son conjuntos
abiertos.

DEMOSTRACION: Sea y € B(xz,r) (es decir, ry :== r — d(y,x) > 0). Mostramos que
B(y,r1) C B(x,r). En efecto, sea z € B(y, 1), es decir d(y, z) < r;. Como consecuencia
de la desigualdad triangular se tiene que

d(x,2) < d(z,y) +d(y,z) <r +d(y,z) =,

lo que muestra que z € B(x,r). O

A continuacion, para todo x € X denotamos por &, la familia de los abiertos de X que
contienen el punto z, es decir:

S, ={UeS: zeld} (2.22)
Como consecuencia de la Proposicion 2.2.6 se tiene que B(z,r) € S, para todo r > 0.

Observacion 2.2.7 (Suficiencia de conjuntos abiertos) Si (F,||-||) es un es-
pacio normado, z € E y r; < 19, entonces se tiene que B(x,r;) C B(z,rs). Esto
nos proporciona una infinidad no numerable de abiertos que contienen a x (es decir,
elementos de ;).
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En un espacio métrico (X,d), diferentes valores de » > 0 no proporcionan nece-
sariamente conjuntos distintos. Sin embargo, & contiene suficientes abiertos para

distinguir entre puntos distintos:

(Propiedad de Hausdorff) Para cada z,y € X con z # y, existen U € J,,
VeQ, talesqued NV = 2.

En efecto, B(z,r) N B(y,r) = @ para todo r € (0,d(z,y)/2).

La siguiente caracterizacion es consecuencia directa de la Definicion 2.2.4.

Proposicion 2.2.8 (Caracterizacion de conjuntos abiertos) En un espacio
métrico (X, d) un conjunto U C X es abierto si y sélo si es unioén de bolas abiertas.

DEMOSTRACION: Sea U un conjunto abierto. Entonces para cada = € U, existe r, > 0
tal que B(z,r,) C U. Es obvio que la unién, para todo = € U de dichas bolas contiene
a U, pero también esta contenida en U (dado que cada elemento de la union lo es). El
reciproco es una consecuencia de la propiedad (J3) y la Proposicion 2.2.6. (]

Ejemplo 2.2.9 Veamos a continuacion unos ejemplos de topologias en espacios métricos.

()

(111)

(Topologia de R) Consideramos R con su métrica habitual (véase Ejemplo 2.1.5()).
Las bolas abiertas B(s,r) de (R, d},) son sus intervalos abiertos (s —r,s + ). Por
lo tanto, los abiertos de R son exactamente uniones de dichos intervalos. Dado
que unién de intervalos con intersecciéon no vacia es un intervalo, cada abierto se
puede representar de forma tinica como unién disjunta de intervalos abiertos (no
necesariamente acotados). Dicha unién es necesariamente numerable, dado que a
cada intervalo se puede asociar un nimero racional contenido en el.

(Distancia discreta) Sea (X,d) un espacio con la métrica discreta (véase Ejem-
plo 2.1.15(i)). En éste caso

_f {z} sir<1
B(x”“)_{ X sir>1.

En éste caso los conjuntos abiertos son todos los subconjuntos de X.

(Espacio métrico finito) Si (X, d) es un espacio métrico y card(X) < Np, entonces
cada conjunto es abierto. En efecto, sea

ri=min{d(z,y): v #y, v,y € X} > 0.

Entonces para todo z € X se tiene que B(x,r) = {x} y por lo tanto & = 2¥.
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2.2.2. Conjuntos cerrados

Una nocién completamente vinculada y complementaria a los conjuntos abiertos son los
conjuntos cerrados.

DEFINICION 2.2.10

(Conjunto cerrado) Un conjunto F' C X se dice cerrado si su complemento es
abierto, es decir
F C X cerrado <— X \FeS.

Denotamos por F a la coleccion de los conjuntos cerrados del espacio (X,d). Ahora,
veamos las propiedades que cumple dicha familia. (Estas propiedades son duales a las que
cumple la familia de los abiertos S.)

Proposicion 2.2.11 (Propiedades de los conjuntos cerrados) Sea (X,d) un
espacio métrico. La familia F de conjuntos cerrados de X verifica lo siguiente:

(F1) ©,X € F. (Los conjuntos & y X son cerrados.)
(F2) Unién finita de cerrados es cerrado.

(F3) Interseccion arbitraria de cerrados es cerrado.

J

DEMOSTRACION: Las aserciones (F)-(F3) son consecuencia inmediata de las propie-
dades (31)-(S3) de la Proposicion 2.2.5, tomando complementos. O

La siguiente proposiciéon es andloga a la Proposicion 2.2.6.

Proposicion 2.2.12 En un espacio métrico, las bolas cerradas son conjuntos ce-
rrados.

DEMOSTRACION: Sea B(x,r) una bola cerrada. Hay que mostrar que el conjunto
U:= X\ B(x,r)

es un conjunto abierto. Sea y € U (es decir, r := d(z,y) — r > 0). Mostramos que
B(y,r1) CU. En efecto, sea z € B(y,r1), es decir d(y, z) < r1. Como consecuencia de
la desigualdad triangular se tiene que

d(x7z> > d(]},y) - d(y,Z) > d(x7y) —n=r

lo que muestra que z € U. 0



63

Corolario 2.2.13 (Conjuntos finitos) En un espacio métrico cada conjunto finito es
cerrado.

DEMOSTRACION: Como las bolas cerradas B(z,r) son conjuntos cerrados, se deduce
de la formula (2.21) y la propiedad (F3) que el conjunto singleton {z} es cerrado para
todo x € X. El resultado se deduce ahora de la propiedad (F2). U

Recordemos que un subconjunto de un espacio métrico (X, d) puede ser abierto y cerrado
a la vez, como por ejemplo los conjuntos @ y X que son siempre abiertos y cerrados en
cada espacio métrico. En varios casos importantes, como los espacios normados, dichos
conjuntos son los tnicos con esta propiedad. En el otro extremo, encontramos el espacio
discreto (véase Ejemplo 2.2.9 (II)-(II1)) donde S = F = 2% y por lo tanto cada conjunto
es abierto y cerrado.

Los conjuntos abiertos y los conjuntos cerrados son fundamentales en la teoria de espacios
métricos. Para ello introducimos las siguientes definiciones que asocian a cada conjunto
un conjunto abierto (su interior) y un conjunto cerrado (su clausura) de forma natural.

DEFINICION 2.2.14

(Interior) Sea (X,d) un espacio métrico y A C X. Definimos el interior int(A)
(que a veces denotamos por A°) del conjunto A mediante la férmula:

int(A) = J{U € Sx: U C A}
De la definicién se sigue que

- int(A) es un conjunto abierto; y

- int(A) es el conjunto abierto mas grande que esté contenido en A.

DEFINICION 2.2.15

(Clausura o adherencia) Sea (X, d) un espacio métrico, y A C X. Definimos la
clausura (o adherencia) del conjunto A, que anotamos por adh(A) (a veces también
por cl (A) o A) mediante la férmula:

adh(A) = (K € F: AC K},
De la definicién se sigue que

- adh(A) es un conjunto cerrado; y

- adh(A) es el conjunto cerrado mas pequeno que contiene al conjunto A.
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Es importante notar que la uniéon en la definiciéon de interior no se toma sobre un conjunto
vacio, pues @ es siempre un conjunto abierto. De la misma forma, la interseccion en la
definiciéon de clausura tampoco se toma sobre un conjunto vacio, pues X es siempre un
conjunto cerrado. Ahora veamos algunas propiedades sobre el interior y la clausura de un
conjunto.

Proposicion 2.2.16 Sea (X, d) un espacio métricoy A C X. Se tiene que:
int(A) C A C adh(A). (2.23)
Ademas
A=int(A) <<= AeJ (A es abierto). (2.24)
A=adh(4) <<= AecF (A es cerrado). (2.25)

DEMOSTRACION: Las inclusiones (2.23) son consecuencias inmediatas de la Defini-
cion 2.2.14 y la Definicion 2.2.15. La implicancion (=) en las relaciones (2.24) y (2.25)
es trivial, mientras que la implicancion (<) es consecuencia del hecho que si A es
abierto (resp. cerrado) entonces A C int(A) (resp. adh(A) C A). O

La siguiente proposiciéon es muy tutil, pues nos dara una caracterizacion mas facil para
poder trabajar con el interior y la adherencia de un conjunto. (Recordamos la notacion
Q;, introducida por (2.22).)

Proposicion 2.2.17 Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Se tiene que:
(i) x € adh(A) si y sélo si para todo V € S, se tiene que VN A # @.

(ii) x € int(A) si y solo si existe r > 0 tal que B(z,r) C A.

. 7

DEMOSTRACION: (i). Sea z € adh(A) y V € 3. Supongamos que VN A = &. Entonces
A C F:= X\ V. Dado que F es cerrado, se deduce adh(A) C X \ V lo que contradice
el hecho que = € adh(A4) N V.

Para el reciproco, supongamos que = ¢ adh(A), por lo tanto existe un conjunto cerrado
Ftalque AC Fyxz ¢ F.Entoncesx € V := X\ F (esdecir, V € $,) y (X\F)NA = @,
lo que contradice nuestra hipotesis.

(ii). Sea x € int(A). Entonces existe un conjunto abierto U tal que z € Y C A. Como
U es abierto, existe r > 0 tal que B(z,r) CU C A.

Supongamos ahora que B(z,7) C A. Como B(z,r) es abierto (c.f. Proposicion 2.2.6),
entonces B(z,r) C int(A), y por lo tanto x € int(A). O
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DEFINICION 2.2.18

(Frontera) Sea (X,d) un espacio métrico y A C X. Definimos la frontera de A
como el conjunto

9A = adh(A) \ int(A).

Es facil ver que la frontera es un conjunto cerrado, pues es la intersecciéon de los cerrados
adh(A) y X \ int(A).

Ejemplo 2.2.19 Veamos a continuaciéon unos ejemplos tipicos.

(i) Considerando R como espacio métrico, los conjuntos Z (ntmeros enteros) y Q (ra-
cionales) tienen interior vacio (no contienen ningun intervalo). Por otra parte, Z
es cerrado (su complemento es la unién de los intervalos abiertos (—n,n), n € Z),
mientras que adh(Q) = R (c.f. Proposicién 2.2.17: cada intervalo (x — r,x + )
contiene al menos un numero racional). Se deduce que Z coincide con su frontera,
mientras que 0Q = R.

(ii) En un espacio normado (E,|| - [|) la clausura de la bola abierta B(x,r) es la bola
cerrada B(x,r). La frontera de ambos conjuntos coincide con la esfera

J0(B(z,r)) = 0(?(:{:,7’)) =S(z,r)={yeE: ||lzt—y||=r}

2.2.3. Convergencia de sucesiones

La nocién de convergencia de sucesiones es muy natural en el marco de los espacios
métricos: una sucesion (x,)nen converge a un x € X si las distancias d(z,,x) de x,, a x
(que es una sucesion de nimeros reales positivos) se acercan a cero.

DEFINICION 2.2.20

(Convergencia de sucesiones) Sea (X,d) un espacio métrico. Una sucesion
(Zn)nen € X se dice convergente, si existe £ € X tal que

(Ve > 0)(dng € N) (Vn > ng) (d(z,, T) < €). (2.26)
Denotaremos lo anterior por lim z,, = ¥ o simplemente por (z,) — Z.

n—oo

Observacion 2.2.21 (Unicidad del limite) La propiedad de Hausdorff (¢.f. Ob-
servacion 2.2.7) asegura que una sucesion convergente no puede tener mas que un
limite.
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Sea (Z,)neny € X una sucesion convergente. Una consecuencia inmediata de la relacion
(2.26) es que para todo m,n > ng

d(xp, xm) < d(xn,T) + d(zm, T) < 2,

es decir, los elementos de una sucesion convergente “se acercan entre ellos”. Esta observa-
cion da lugar a la siguiente definicion:

DEFINICION 2.2.22

(Sucesion de Cauchy) Una sucesion (z,).ey € X se dice sucesion de Cauchy,
sl

(Ve > 0) (Ing € N) (Vn,m > ng) (d(xn, zn) < €). (2.27)

De lo anterior, se concluye inmediatamente que toda sucesion convergente es de Cauchy.

Observacion 2.2.23 Es facil ver que si (z,)nen es una sucesion de Cauchy, enton-
ces es acotada, es decir, el conjunto {z,, : n € N} de sus valores es un conjunto
acotado (c.f. Definicién 2.2.2). En efecto, para ¢ = 1 sea ny € N dado por (2.27).
Definamos:

ro=max {1, d(x1,Zpny), -, d(Tng—1,Tng)} -

Se deduce que {x, : n € N} C B(x,,,r), por lo tanto {z,, : n € N} es acotado, en
virtud de la Proposicién 2.2.3. ]

Tanto la Definiciéon 2.2.20 como la Definicion 2.2.22 son definiciones expresadas en térmi-
nos de la distancia. Sin embargo, la primera se puede reformular en términos de conjuntos
abiertos (sin tener en cuenta la distancia). Eso representa una diferencia fundamental
entre las dos definiciones (la segunda es puramente métrica), de hecho, veremos més ade-
lante que las definiciones no son equivalentes, es decir, existen espacios métricos que tienen
sucesiones de Cauchy no convergentes.

A continuacion, observamos que las partes (Ve > 0) y (d(z,z,) < €) en la formula
(2.26) se pueden reemplazar por: (V B(Z,€)) y respectivamente (x,, € B(z,¢)). La siguiente
proposicion afirma que las bolas abiertas se pueden substituir (con efectos equivalentes)
por conjuntos abiertos de Sz, dando lugar a una definicién puramente topologica.

Proposicion 2.2.24 (Caracterizaciéon topologica de la convergencia) Sea
(Zn)nen una sucesion en el espacio métrico (X, d). Los enunciados siguientes son
equivalentes:

(i) lim z, =7
n—oo
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(ii) Para cadald € 3 existe ng € N tal que para todon > ny se tiene que x,, € U.

DEMOSTRACION: Mostramos (i)=-(ii). Sea U € ;. Como U es abierto y T € U, existe
e > 0 tal que B(z,e) C U. Sea ng € N dado por la Definicion 2.2.20. Se deduce que
x, € B(Z,e) C U para todo n > ng, que es lo que necesitamos. La implicacion (ii)=(i)
es inmediata: B(z,¢) € Iz para todo € > 0. U

A continuacion veremos la importancia de las sucesiones en los espacios métricos, empe-
zando con la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.25 (Caracterizacion de los conjuntos cerrados) Sea
(X, d) un espacio métrico y I' C X. Los enunciados siguientes son equivalentes:

(i) T es cerrado.
(ii) Si (zp)nen €T y lim z, =& € X, entonces & € T’
n—oo

(es decir, I contiene los limites de sus sucesiones convergentes).

J

DEMOSTRACION: (i)= (ii). Sea (xp)ney C I' una sucesion convergente a © € X y
supongamos que x ¢ [, es decir, z € U := X \ I'. Como U € J,, se deduce de la
Proposicion 2.2.24(ii) que existe n € N tal que z,, € U (de hecho eso es cierto para
todo n suficientemente grande). Se obtiene asi una contradiccion.

(ii)=-(i). Si X \ T no es abierto, entonces existe Z € X \ I tal que para cada n > 1,
1
B(x,—) NX\T # 2.
n

Escogiendo z,, € B(Z, 1) para cada n € N se obtiene una sucesion (z,)nen C I tal que

1
d(x,,x) < —, es decir (z,) — = ¢ ', lo que es una contradiccion. O
n

A continuacién caracterizamos los puntos de adherencia de un conjunto mediante suce-
siones convergentes.

Proposicion 2.2.26 (Caracterizacién de puntos de adherencia) Sea (X,d)
un espacio métrico, A C X y & € X. Los enunciados siguientes son equivalentes:

(i) z € adh(A) ;
(i) VW e Sz : ANV #T;
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(iii) I(zp)nen C A (2,) — 7.

DEMOSTRACION: La equivalencia (i)<>(ii) estda mostrada en la Proposicion 2.2.17 (i).
(ii)= (iii). Para cada n € N, consideramos V,, := B(z,1/n) y tomamos z,, € ANV,.
Se construye asi una sucesion (z,),eny € A que converge a .

(iii)= (i). Sea (xn)neny € A C adh(A) tal que z, — Z. Como adh(A) es cerrado, se
deduce de la Proposicion 2.2.25 que x € adh(A) que es lo que necesitamos. O

Introducimos a continuacién la nocion de sub-sucesion de una sucesion. Recordamos que
una sucesion en un espacio métrico (X, d) es formalmente una funcion x : N — X que se
suele anotar por sus valores (x,)nen-

DEFINICION 2.2.27

(Sub-sucesién) Sea z € XV una sucesion en X (que denotamos por (z,)nen)-
Llamamos sub-sucesion de la sucesion (z,)nen la composicion y := z o k, donde
k : N — N es una sucesion estrictamente creciente en N. Dicha composicion define
una sucesion y, = Ty) en X, que solemos anotar por (zy, Jnen, ¥ cuyos valores son
un subconjunto de los valores de la sucesion (x,,),en-

El siguiente resultado asegura la convergencia de una sucesién de Cauchy, mediante la
convergencia de cualquier sub-sucesion de dicha sucesion.

7

Proposicion 2.2.28 Sea (X,d) un espacio métrico y (x,)neny una sucesion de
Cauchy que posee una sub-sucesion convergente. Entonces (,)nen €S convergen-
te.

DEMOSTRACION: Supongamos que existe k : N — N estrictamente creciente, tal que
M, o0 Tpm) = . Sea € > 0y ny € N tal que para todo k(n) > ny, d(zgpm), ) < €/2,
y sea ny € N tal que para todo par n,m > ng, d(x,,x,) < /2 (tal ny existe por
que (Z,)nen es de Cauchy). Definimos N = max{ni,ny} y sea n > N. Como k es una
funcion estrictamente creciente, entonces k(n) > n > N, por lo que

+

d(@p, ) < d(@n, Tiw)) + (@, Trey) < < g,

O ™
DO ™

de donde concluimos que z,, — . O

Demostraremos ahora el siguiente resultado.
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Proposicion 2.2.29 Sea (z,)nen una sucesion del espacio métrico (X,d) y x € X.
Los enunciados siguientes son equivalentes:

(1) (Zn)nen converge a x ;
(ii) Cada sub-sucesion de (x,,)nen converge a x ;

(iii) Cada sub-sucesion de (x,)nen €s convergente, y al menos una converge a x.

J

DEMOSTRACION: (i)=-(ii) es inmediato por la Definicion 2.2.20 y la definicion de
sub-sucesion. (ii)=-(iii) es obvio, y (ii)=(i) es consecuencia del hecho que (x,)nen €s
una sub-sucesion trivial de si-misma. Falta establecer que (iii)=-(ii). Supongamos que
existen dos sub-sucesiones x o k; y = o kg con distintos limites x; # x5. Tomando
r = d(x1,5)/3, definimos dos bolas disjuntas B(z1,7) € Sy, v B(z2,7) € Syy. Como
consecuencia de la convergencia de las dos sub-sucesiones, existen subconjuntos infini-
tos N1, Ny C N tales que para i € {1,2} y todo n € N; se tiene que x,, € B(x;,r).
De forma recursiva, se puede entonces construir una sub-sucesion x o k de (z,,)nen que
tiene infinitos términos en ambas bolas B(z1,7) y B(xg, 7). Dado que para cada par de
elementos x € B(xy,r) e y € B(xs,r) se tiene que d(x,y) > d(x1,22)/3 = a > 0
concluimos que la subsucesion definida no es de Cauchy, por lo tanto no puede
converger. 0

Una sucesioén no convergente puede tener sub-sucesiones que convergen en distintos limites.
Dichos limites se conocen como w-limites de la sucesion.

DEFINICION 2.2.30

(w-limite de una sucesion) Se dice que z € X es un w-limite de la sucesion
(Zn)nen si para cada € > 0y m € N, existe k > m tal que d(zx, Z) < e.

e '
Proposicion 2.2.31 (Caracterizacion de w-limites mediante sub-sucesiones)
Sea (,,)nen una sucesion. Los enunciados siguientes son equivalentes:

(i) T es un w-limite de una sucesion (x,)nen-

(ii) Existe una sub-sucesion (Zj(y))nen de (T, )nen que converge a T.

7

DEMOSTRACION: (ii)<=(i) es inmediato de la definicién de la convergencia y de la sub-
sucesion. Mostramos que (i)=-(ii). En la Definicién 2.2.30, empezando por 1 > 0y
m = 1, se obtiene k = k(1) tal que d(xy),Z) < 1. Tomando ahora ¢, := 1/n y
m = k(n — 1) 4+ 1 se define de forma recursiva una sucesion k : N — N estrictamente
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| creciente, tal que zy;,) — . 0

Aparte de caracterizar los w-limites, las sub-sucesiones también sirven para caracterizar
la falta de convergencia hacia un punto determinado.

Proposicion 2.2.32 Si una sucesién (z,),ey no converge a & € X, enton-
ces existe € > 0 y una funcién estrictamente creciente k : N — N tal que

(Tk(n))n>1 € X\ B(z,¢).

DEMOSTRACION: Como (z,),en N0 converge a T, entonces existe € > 0, tal que
para cada n € N existe m* > n tal que d(Z,x,,«) > ¢. (2.28)

Sea k(1) el minimo m* que satisface (2.28) con n = 1. Luego, para todo n > 2 definimos
de forma recursiva k(n) como el minimo m* > k(n — 1) 4+ 1 tal que d(z,2},) > €. Se
obtiene asi una sucesion k : N — N estrictamente creciente, definiendo una sub-sucesion

(Tk(n))nen que cumple lo pedido.

2.2.4. Puntos de acumulacién - indice Cantor-Bendixson

En esta seccién introducimos un concepto muy importante en anélisis, el concepto de
punto de acumulaciéon de un conjunto. Daremos la definiciéon en términos puramente

topologicos.
DEFINICION 2.2.33

(Punto de acumulacién — punto aislado) Sea (X,d) un espacio métrico y
ACX.

(i) Un punto z € X se dice punto de acumulacion del conjunto A, si cada abierto
que contiene T, debe contener al menos un punto de A distinto de z, es decir

YU Sz ANU\ {2} # @. (2.29)

(ii) Un punto xy € A se dice punto aislado del conjunto A, si existe un abierto
que solo contiene a xg, es decir,

TU € Syt ANU = {x0). (2.30)

Cabe destacar que un punto de acumulaciéon de un conjunto A no necesariamente perte-

nece al conjunto, mientras que los puntos aislados de A son puntos de dicho conjunto.
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Observacion 2.2.34 Mencionamos en continuacién unas consecuencias directas de
la Definicién 2.2.33.

(i) Si Z es un punto de acumulacion del conjunto A, entonces para cada U € 3

se tiene que
card(ANU) > Ro. (2.31)

En efecto, si el conjunto AN es finito para algin U € S, entonces denotamos
por 7 > 0 la minima distancia de & con los otros elementos del conjunto finito
ANU, y observamos que AN (U N B(z,7)) = {Z}, lo que contradice (2.29).

(ii) La relacion (2.29) es equivalente a lo siguiente:
(Ve >0) AN(B(z,) \{z})) # 2,

y por lo tanto, tomando &, := 1/n a la existencia de una sucesion en A\ {7}
que converge en .

(iii) La relacion (2.30) es equivalente a lo siguiente:
(35 > 0) (B(Jfo, 5) NA= {ZL‘()}) .

Denotaremos a continuacion por A" al conjunto de los puntos de acumulaciéon de A. Dicho
conjunto lo llamamos conjunto derivado de A. El conjunto de los puntos aislados de A se

identifica con A\ A'.

Proposicion 2.2.35 (Propiedades del conjunto derivado) Sea (X,d) un es-
pacio métrico, A C X y A’ su conjunto derivado. Entonces:

(i) A" es cerrado y A’ C adh(A).
(ii) adh(A) = AU (A\A")=AUA.

(iii) Si S; C S, entonces S; C 5'.

J

DEMOSTRACION: Mostramos (i). Sea a € adh(A’). Entonces aplicando la parte (iii)
de la Proposicion 2.2.26, obtenemos una sucesion (y,)ney € A’ con d(yn,a) < 1/2n.
Obviamente B(y,,1/2n) € J,,,. Como ¥, es un punto de acumulacion del conjunto A,
de acuerdo con (2.29) existe z,, € B(yn,, 1/2n)NA. (Ademas z,, es distinto de y,,, aunque
esta informacion no es relevante aqui.) Se obtiene entonces una sucesion (z,)meny € A
tal que

1
d(xp,a) < d(xn,yn) + d(yn,a) < -
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lo que implica que (z,) — a. Esto muestra que adh(A’) C A’ por lo tanto A’ = adh(A’),
es decir, A" es cerrado.

La inclusion A" C adh(A) es una consecuencia directa de la Proposicion 2.2.26(iii) y
(2.29).

(ii). Se deduce de (i) que AUA = AU (A\ A") C adh(A). Mostramos la inclusion
contraria. Sea x € adh(A). Por la Proposicion 2.2.26, existe (z,),eny C A tal que
T, — x. Si para algin n € N se tiene z,, = =z, entonces se deduce que x € A.
Sino, para todo n € N se tiene que z,, # z, y por lo tanto x € A" (véase (ii) de la
Observacion 2.2.34). Concluimos entonces que adh(A) = A" U A.

(iii) Es consecuencia directa de la Definicion 2.2.33 (i). O

El siguiente resultado se deduce inmediatamente de la parte (ii) de la Proposicion 2.2.35.
Corolario 2.2.36 Sea (X,d) un espacio métrico y A C X. Entonces

A'CA <<=  Aes cerrado. (2.32)

Presentamos a continuacién unos ejemplos tipicos de conjuntos derivados en R.

Ejemplo 2.2.37 (Ejemplos de conjuntos derivados en R) Consideramos R como es-
pacio normado y miraremos los conjuntos derivados y los puntos aislados de algunos
subconjuntos caracteristicos.

() Z=0,Z\Z=2 y Q=R Q\Q=
(i) N ={1/n: ne N}, N = {0}, N\ \N' =
) A= (0,1]u{2}, A’ =1[0,1], A\ A’ = {2}.
) K

(iii

=[0,1], K" =[0,1].

(iv

En el ultimo ejemplo, el conjunto [0, 1] es igual a su conjunto derivado. Conjuntos con
esta propiedad son necesariamente cerrados (véase (2.32)) y no tienen puntos aislados.
Dichos conjuntos se llaman perfectos.

DEFINICION 2.2.38

(Conjunto perfecto) Sea (X,d) un espacio métrico, un conjunto K C X se dice
perfecto si K = K'.
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Ejemplo 2.2.39 (i) Consideremos X = QQ como espacio métrico, con distancia dada por
el valor absoluto. Obviamente Q es cerrado (y abierto) en si mismo, y no tiene puntos
aislados, por lo tanto Q" = Q es perfecto y numerable.

(ii) Consideramos ahora QQ como subconjunto del espacio métrico X = R (siempre con la
meétrica habitual que se define por el valor absoluto). En este caso Q no es perfecto, ya
que Q' =R.

Hemos visto que el conjunto derivado A’ de cualquier conjunto A es siempre cerrado. Por
lo tanto, si consideramos su conjunto derivado (A’) := A” se tiene que A” C A’, con
igualdad si y solo si A’ no tiene puntos aislados (es decir, es perfecto). Si esta situacion
no ocurre, podemos reiterar el proceso tomando la tercera derivada A® C A" luego la
cuarta, etc; esperando obtener un subconjunto perfecto de A (que puede ser el conjunto
vacio). Observamos que mientras no alcancemos nuestro objetivo (c.f. obtener un conjunto
perfecto), entonces en cada etapa, estamos quitando puntos del conjunto A’ (o de A, si
es cerrado). Sin embargo, en general este proceso puede no terminar en un nimero finito
de iteraciones. Eso motiva la siguiente definicion:

DEFINICION 2.2.40

Sea (X, d) un espacio métrico y A C X un conjunto cerrado. Para cada ordinal &,
definimos
(AS-)" si € tiene predecesor &

A© —
M A* si € es un ordinal limite.
Aeé

La definicién anterior nos proporciona una familia decreciente de conjuntos cerrados
indexada sobre los ordinales, en el sentido que

§1 <& = A C Ag .

Por razones de cardinalidad, existen ordinales ¢ tal que (A%)" = A% (por ejemplo cualquier
ordinal ¢ tal que card(£) > card(A)).

DEFINICION 2.2.41
(Indice Cantor-Bendixson) Definimos el indice Cantor-Bendizson de un con-

junto cerrado A, como el minimo ordinal A tal que (A%) = A,

Si un conjunto A no es cerrado, podemos definir el indice Cantor-Bendixson A4 para su
conjunto derivado A’ (que es siempre cerrado) y asociar a A el sucesor Ay + 1 de dicho
ordinal.
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En el Ejemplo 2.2.37 todos los conjuntos considerados tienen indice menor o igual a 2.
El siguiente subconjunto de R? nos proporciona un ejemplo ilustrativo de conjunto con
indice Cantor-Bendixson igual a 3.

(B mmenhof (L) emenhud (0.1 smenb s oo,

A continuacion mostremos que dado cualquier ordinal numerable, existe un subconjunto
de R cuyo indice Cantor-Bendixson es este ordinal.

Proposicion 2.2.42 (Inyeccion is6tona en Q.) Sea & cualquier ordinal nume-
rable. Entonces para cada a,b € QQ, con a < b, existe una inyeccion isétona

B: & (a,0]NQ,

donde (a,b] N Q se considera con su orden habitual. En particular, R contiene
subconjuntos de indice Cantor-Bendixson igual a cualquier ordinal numerable pre-
determinado.

J

DEMOSTRACION: Observamos primero que si un ordinal se inyecta isotonicamente en
(a, b] NQ mediante la inyeccion § entonces se puede inyectar en cualquier otro intervalo
(@, '] NQ con @ < V. En efecto, podemos suponer que a’,b" son racionales (si no
es el caso, tomamos un sub-intervalo con extremos racionales dentro (a’,b']). Luego,
considerando la composicion de B con la funcién afin que enviaaaa’ ybalb (queesuna
biyeccion is6tona entre (a,b]NQ y (o', '] NQ, obtenemos la inyeccién isdtona deseada.
Mostramos ahora que w se inyecta isotonicamente en (0, 1] N Q. En efecto, la inyeccion
deseada esta dada por cualquier sucesion estrictamente creciente de racionales (g, )nen
en (0, 1] con limite igual a 1. Como consecuencia, cualquier ordinal de tipo w+n, n € N
se inyecta en (0,2] N Q (y por lo tanto, en cualquier intervalo de racionales).

Luego, inyectando w en cada uno de los intervalos (g;, ¢;1+1] definidos por la sucesion
anterior, obtenemos una inyeccion de w? en (0,1] N Q (y por lo tanto en cualquier
otro intervalo de racionales). Obviamente este proceso se puede repetir infinitamente,
obteniendo inyecciones isétonas de w™ en (0, 1] N Q para todo n € N. (Obsérvese que el
conjunto obtenido como imagen de la inyeccién de w™ tiene indice Cantor-Bendixson
igual a n + 1.)

Sea B, : w" < (n,n+1] € Q, la inyeccion de w™ en el intervalo (n,n+ 1]NQ para todo
n € N. Considerando conjuntamente estas inyecciones, se define una inyeccion de w®
(como ordinal) a (0,400) N Q, dando lugar a un conjunto de indice Cantor-Bendixson
igual a w. Considerando una biyeccion creciente de (0, +00) con (0,1) (e identificando
+00 con 1) obtenemos una inyeccion isotona de w* en (0,1] N Q lo que nos permite
continuar el proceso y definir conjuntos con indice Cantor-Bendixson igual a w + n,

n € N, luego 2w, 3w, ..., w? w3, ... etc. O
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Observacion 2.2.43 (w-limites vs puntos de acumulacién) Sea (2, )nen una
sucesion en el espacio métrico (X, d). Algunos autores utilizan el término punto
de acumulacion para referirse a un w-limite de la sucesion (Definicion 2.2.30). Sin
embargo, no hay que confundir el conjunto de los w-limites de la sucesiéon con el
conjunto derivado de z(N) := {z,, : n € N} C X que puede ser diferente (mas
pequeno). En efecto, la sucesion de los nimeros reales x,, := (—1)", n € N, tie-
ne exactamente dos w-limites, los puntos 1 y —1 que corresponden a los limites
de las sub-sucesiones de niimeros pares e impares respectivamente pero su imagen
x(N) = {1, —1}, siendo conjunto finito, no tiene puntos de acumulacion.

Observamos que si la sucesion (x,)nen es inyectiva (es decir, x,, # x, para to-
do n,m € N con n # m) entonces el conjunto de sus w-limites coincide con
el conjunto derivado de z(N). Un ejemplo interesante ocurre tomando como su-
cesion (gn)nen cualquier enumeracion de los racionales ¢ : N »— Q. Dado que
adh(q(N)) = adh(Q) = R, se obtiene entonces que para cada x € R existe una
sub-sucesion (qi(n))nen de (gn)nen tal que (qpp)) — .

2.2.5. Conjuntos densos. Espacios separables

En esta seccion introduciremos una categoria importante de espacios métricos, los espacios
métricos separables. Empezamos por definir lo que es un conjunto denso.

DEFINICION 2.2.44

(Conjunto denso) Sea (X,d) un espacio métrico. Un subconjunto D de X se
dice denso en X, si D = X.

Una propiedad importante que cumplen los conjuntos densos es la siguiente.

Proposicion 2.2.45 Sea (X, d) un espacio métrico, y D C X, entonces
D C X denso = YU e S\{2}, DNU#2.

Es decir, un conjunto denso “encuentra’” todos los conjuntos abiertos no vacios.

J

DEMOSTRACION: (=) Sea D C X denso, sea U # @ abierto no vacio y x € U. Entonces
U e, yxe D. Concluimos por la Proposicion 2.2.17.

(«=) Seald € 3 no vacio. Si DNU = & entonces D C X \U por lo tanto D C X\U C X,
lo que es una contradiccion. O
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Observacion 2.2.46 Un conjunto D C X es denso si y s6lo si su complemento
X \ D tiene interior vacio. En R tanto el conjunto de los racionales @ como su
complemento, los irracionales R \ Q, son densos en R (y tienen interior vacio). Si
un espacio métrico X posee un conjunto denso con complemento denso, entonces
X no puede tener puntos aislados. En el otro extremo, el tinico conjunto denso en
el espacio métrico discreto es todo el espacio.

El siguiente resultado nos dice que si X = X’ (es decir, X no tiene puntos aislados),
entonces siempre existe conjunto denso con complemento denso.

Proposicion 2.2.47 (Conjunto denso con complemento denso) Sea (X,d)
un espacio métrico sin puntos aislados. Entonces existe un conjunto D C X tal
que D y X \ D son densos en X.

DEMOSTRACION: Sea Y C X y ¢ > (. Llamamos e-red en Y un subconjunto de Y con
la propiedad que para cada par de elementos distintos z,y € Y se tiene que d(x,y) > ¢.
Observamos que una e-red no tiene puntos de acumulaciéon y ademés su interseccion
con una bola de radio £/2 no puede tener més que un elemento.

Utilizando el lema de Zorn obtenemos un conjunto A; € X con la propiedad de ser
una 1-red maximal en X. (Observamos que la maximalidad de la 1-red implica que
para todo x € X existe al menos un elemento y € A; tal que d(z,y) < 1.)

Ponemos X; := X \ A; y observamos que X; # @ (ya que X no tiene puntos aislados,
por lo tanto no puede ser igual a A;). Ademas el nuevo conjunto X; no tiene puntos
aislados: en efecto, si existiera x € X; \ X entonces dado que x € X = X', y en virtud
de (2.31), para todo ¢ € (0,1/2) la bola B(z1,0) deberia contener al menos dos (de
hecho, infinitos) puntos de la 1-red A; lo que es contradictorio a la propiedad de la red.

Aplicando Zorn nuevamente, definimos una 1/2-red maximal A, en el conjunto Xj.
Observamos que A; N A, = @. Utilizando el mismo argumento que antes deducimos
que el conjunto

X2 = Xl\AQ :X\(A1UA2)
no es vacio y no tiene puntos aislados (puesto que X; = X7).
Mediante este proceso recursivo definimos una familia disjunta {A, },en tal que para

cada n € N, el conjunto A,, es una 1/n-red maximal en el conjunto

n

X, =X\ JA4,

=1

y ademas este tltimo no es vacio y no tiene puntos aislados.
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Definimos ahora los siguientes conjuntos disjuntos

D=|JAm & T={]Aun

neN neN

y mostramos que son densos en X. En efecto, sea x € X arbitrario y € > 0. Vamos a
mostrar primero que D N B(x,¢) # &. Supongamos lo contrario y tomemos n € N tal
que 1/n < e. Observamos que para cada m € {1,...,2n} el conjunto B(z,1/4n) N A,
es singleton o vacio. Dado que x € X' = X, el conjunto B(z,1/4n) contiene infinitos
elementos de X, y por lo tanto existe z € B(xz,1/4n) \ |J,<,,, 4i. Se deduce que

d(z,y) > d(y,x) —d(z,z) > €—1/4n > 1/2n para todo y € Ag,,

por lo tanto Ay, U {Z} es una (1/2n)-red que extiende estrictamente la (1/2n)-red
maximal As,, lo que es una contradiccion. Se establece asi que el conjunto D es denso
en X. De manera similar se demuestra que T es denso en X por tanto X \ D (que
contiene 7T") también es denso. O

El resultado anterior se puede generalizar de la siguiente manera.

Proposicion 2.2.48 En cada espacio métrico (X,d) existe un conjunto D C X
denso con complemento denso en X'. (El conjunto X' puede ser vacio.)

DEMOSTRACION: Sea [ := X \ X’ el conjunto de los puntos aislados de X. Vamos a
construir el conjunto D siguiendo los pasos de la demostracion de la Proposicion 2.2.47.
Primero observamos que si A,, es una (1/n)-red de X, n € N, entonces cualquier union
finita A de conjuntos de la familia {A; };en satisface A’ = @ y el conjunto de los puntos
aislados de X \ A es exactamente I\ A. En efecto, sea A = U}j_,A; , € X arbitrario
y m = méax{iy,...,ix}. Si r < 1/2m, entonces B(Z,r) contiene a lo mas un elemento
de cada A;;. Tomando J < r suficientemente pequenio, obtenemos B(7,5) N A C {Z}.

Sea A; una l-red maximal en X. Si X; := X \ A} = &, entonces X = A; =1y
tomamos D = A; = I. En caso contrario, X; # @y X; \ X| = I\ A;. Tomamos
Ay una (1/2)-red maximal en X; y definimos X5 := X; \ Ay = X \ (4; U Ay). Si
Xy, = @, entonces tomamos D = A; U Ay, = I. En caso contrario, continuamos el
proceso, tomando Az una (1/3)-red maximal en X5. De forma inductiva, o bien existe
n € N tal que

i=1 i=1

s
I
S

C
=
I

y tomamos D = I (ya que X' = &), o bien X,, no es vacio y tomamos una (-2=)-red
maximal en X,,. (Este segundo caso ocurre siempre que X' # &.)
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Definamos ahora los siguientes conjuntos disjuntos

D=|JAnul & T=]JAna\1

neN neN

Es facil comprobar que D es denso en X y T'C X \ D es denso en X' := X \ I. En
efecto, si x € X \ D, entonces x € X’ y el argumento es similar al argumento empleado
en la ultima parte de la Proposiciéon 2.2.47. l

Finalizaremos esta seccion con la siguiente definicion.

DEFINICION 2.2.49

(Espacio separable) Un espacio métrico (X,d) se dice separable, si existe un
conjunto D C X denso y numerable.

Cada espacio métrico numerable es separable (tomando como conjunto denso el mismo). El
interés de la nociéon introducida por la Definicion 2.2.49 es justamente cuando el espacio
métrico no es numerable. La separabilidad del espacio nos permite entonces estudiar
propiedades del espacio mediante procesos iterativos.

Observacion 2.2.50 Sea (X, d) el espacio métrico discreto (Ejemplo 2.1.15(i)).
Entonces X es separable si y solo si card(X) < RNo.

Ejemplo 2.2.51 (i). Para todo d € N el espacio normado R (con cualquier norma, ya

que definen todas los mismos abiertos) es separable: en efecto, el conjunto D = Q7 es
numerable y Q4 = R?.

(ii). (coo(N), || - ||so) El espacio de sucesiones eventualmente nulas (es decir, x € RY tal
que existe N € N con z, = 0 para todo n > N) con la norma-infinito es separable.
Efectivamente consideramos el conjunto

D = cypo(N) N QM (2.33)

de las sucesiones racionales eventualmente nulas. Dicho conjunto es numerable (se puede
. . ., . <w .__ k
identificar una unién numerable de conjuntos numerables Q< := .y Q").

Mostramos que D es denso: Sea x € ¢oo(N) y € > 0. Entonces existe N € N tal que z,, = 0
para todo n > N. Luego, para i € {1,..., N} elegimos ¢; € Q tal que |x; — ¢;| < &, y defi-
nimos ¢ € D como la sucesiéon cuyos N-primeros términos son los elementos ¢y, ...,qn ¥
luego ¢, = 0 paran > N+1. Es inmediato comprobar que ||z—¢|| = max;<y |7,—¢i] < €.
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(iii). El espacio R[X] de los polinomios reales de una variable con la norma ||-|| se puede
identificar de forma natural con cgo(N), por lo tanto es separable. El conjunto numerable
denso, isomorfo al conjunto D definido por (2.33) es en este caso el subespacio Q[X] de
los polinomios con coeficientes racionales.

(iv). Los espacios (¢7, || -]|,), 1 < p < oo son separables. En efecto, consideramos el mismo
conjunto D dado por (2.33) de las sucesiones racionales eventualmente nulas. Mostramos
que (1] - ||1) es separable. En efecto, sea x € ¢! (sucesion absolutamente sumable) y
e > 0. Entonces existe N € N tal que ) _ |%;| < ¢/2. Parai € {1,..., N} elegimos
¢; € Q tal que |z; — ¢;| < €/2N y consideramos la sucesion ¢ € D cuyos N primeros tér-
minos son los qi, ..., qy vy luego constante 0. Es inmediato comprobar que ||z — q||; < ¢.
Dejamos como ejercicio tratar los casos (co(N), || - [|) ¥ (2, ] - |]p), P € (1, 00).

(v). El espacio (C([0,1]), ||| ) de las funciones continuas sobre [0, 1] es un espacio norma-
do separable. Este resultado es esencialmente una consecuencia del teorema de Weierstrass
que dice que cada funciéon continua es limite uniforme de polinomios, es decir, el espacio
R[X] de los polinomios definidos sobre [0,1] es || - ||oo-denso en C([0,1]). Entonces, dado
e > 0, existe polinomio p € R[X] tal que ||f — p||e < /2. Luego por (ii), existe ¢ € Q[X]
tal que ||p — ¢l < £/2. Se obtiene asi que el espacio Q[X] de los polinomios con coefi-
cientes racionales es (numerable y) denso.

(vi). El espacio (¢*°(N), || - ||) es el ejemplo tipico de un espacio no separable. En efecto,
sea M = {—1,1} C ¢ el conjunto de todas las sucesiones con valores —1 y 1. Dicho
conjunto tiene cardinalidad ¢ (la cardinalidad del continuo). Observamos que si z,y € M
y © # y entonces ||z — y|looc = 2, por lo tanto {B(z,1) : © € M} define una familia
no numerable de bolas abiertas y disjuntas. Dado que cada conjunto denso debe tener al
menos un elemento en cada bola (lo que compromete su cardinalidad) se deduce que el
espacio no es separable.

2.2.6. Subespacios métricos

Sea (X, d) un espacio métrico. Considerando subconjuntos de X y restringiendo adecua-
damente la distancia, podemos obtener otros espacios métricos a partir del espacio X.

DEFINICION 2.2.52

(Subespacio métrico) Sea Y C X un conjunto no vacio. Entonces (Y, d |yxy )
es un espacio métrico que llamaremos subespacio métrico de X.

Ejemplo 2.2.53 Definimos C([0, 1], R) el espacio de las funciones continuas de [0, 1] a R
con la distancia d,, dada por la norma || - || (véase Ejemplo 2.1.8 (ii)). Este conjunto,
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con la distancia restringida al espacio, es un subespacio métrico del espacio £>°([0, 1]).

Es muy importante saber en que contexto se habla de un conjunto abierto en un espacio
métrico. Cuando (X, d) es un espacio métrico, e Y C X, entonces el conjunto Y es siempre
abierto y cerrado en su propia topologia &y, mientras que se elige de forma arbitraria
dentro X. Otro ejemplo mas concreto seria considerar el espacio métrico X = R con la
distancia habitual y su subespacio Y = [0, 1]. Notamos que el conjunto [0, %) coincide (en
el subespacio Y') con la bola By (0,1/2) y por lo tanto es abierto en Y, pero no es abierto
en X. En otras palabras, si un conjunto A C Y es abierto (visto dentro el espacio Y),
este conjunto no es necesariamente abierto en X. Para enfatizar esta discrepancia habla-
remos de conjuntos relativamente abiertos (respectivamente, relativamente cerrados) con

respecto a Y.

Procedemos a caracterizar los conjuntos relativamente abiertos (respectivamente, relati-
vamente cerrados) de un subespacio métrico Y de X. Primero, para todoy € Y y r > 0
se tiene que

By(y,r)={z €Y :d(z,y) <r}=B(y,r)NY.

Proposicion 2.2.54 (Caracterizaciéon de la topologia relativa) Sea (X, d)
un espacio métrico, e Y C X.

(i). Un conjunto A CY es un abierto relativo a 'Y si y sélo si existe un conjunto
abiertoUd C X tal que A=UNY.

(ii). Un conjunto B CY es un cerrado relativo a'Y siy sélo si existe un conjunto
cerrado F' C X tal que B=FNY.

J

DEMOSTRACION: (i). Sea A C Y un abierto relativo a Y, es decir, para cada y € A,
existe r, > 0 tal que By(y,r,) = B(y,r,) NY C A. Consideremos el conjunto

U= Bly,ry) € Sx. Es facil ver que A=UNY.
yeA

Consideremos ahora el conjunto A = U NY, con U € Jy. Vamos a mostrar que
A € Qy. Sea y € A. En particular x € U, y U es abierto en X, por lo tanto existe
r > 0 tal que B(y,r) CU. Luego B(y,r)NY = By(y,r) CUNY = A por lo que A es
abierto relativo a Y.

(ii). Sea B C Y un conjunto cerrado relativo a Y. Entonces existe U € Sx tal que
Y\ B = YNU. Tomando complementos en X se tiene que (X\Y)UB = (X\Y)U(X\U).
Tomando ahora interseccion con Y en ambos lados de la igualdad e introduciendo el
conjunto F':= X \ U (cerrado en X) obtenemos B =Y N F.
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Sea B =Y NF, con F cerrado en X. Seald € Fx el complemento de F' en X. Entonces
B se escribe de forma equivalente como

B=YN(X\U)=Y\U=YN(X\U)=YN{Y\U),

de donde se deduce que Y\ B =Y NU es abierto relativo en Y. U

2.3. Continuidad de funciones

En cursos anteriores de calculo se define el concepto de continuidad para funciones en-
tre espacios normados. En esta seccion, extendemos dicho concepto para funciones entre
espacios métricos.

DEFINICION 2.3.1

(Funcidén continua) Sean (X,d), (Y, p) dos espacios métricos. Una funcion f :
X — Y se dice continua en xg, si

(Ve > 0)(36 > 0)(V € X) (f(Ba(wo,8)) C B,(f(wo),¢)). (2.34)

La siguiente proposicion nos dice que la continuidad de una funcién entre espacios métricos
se puede caracterizar mediante la convergencia de sucesiones.

Proposicion 2.3.2 (Continuidad vs continuidad secuencial) Sean (X,d) e
(Y, p) dos espacios métricos, f : X — Y y xy € X. Los siguientes son equiva-
lentes:

(i) f es continua en x ;

(ii) [ es secuencialmente continua en xo,
es decir, para todo (z,)nen € X se tiene que:

hmxn =xy = lim f(z,) = f(z0).

n—oo

J

DEMOSTRACION: (i)=-(ii). Sea (z,)neny € X tal que (z,) — o y sea € > 0. Como f
es continua en o, existe § > 0 tal que f(Bg(xo,0)) € B,(f(x0),€). Sea ng € N tal que
para todo n > ng se tiene que x,, € By(xo,0). Entonces, para todo n > ng también
tendremos que f(z,) € B,(f(x¢),€), lo que muestra que la sucesion (f(z,)), converge

a f((lfg)

(ii)=(i). Supongamos por contradicci()n que existe g > 0 tal que para cadan € N
y 0, = 1/n se tiene que f(By(xo,0,)) € B,(f(xo,c0)). Para cada n € N sea x, €
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By(zo,9,) con f(x,) ¢ B(f(zo),£0) (c.f. Axioma de Eleccion). Se obtiene asi una
sucesion (x,)neny € X tal que d(zo, z,,) < 1/n — 0, pero la sucesion f(x,) no converge
a f(zo), ya que {f(zn)}n CY \ B(f(x0),€), lo que es una contradiccion. O

Veremos ahora que la continuidad de una funcién se puede definir en términos puramente
topologicos, sin referencia a nociones métricas, tales la distancia o las bolas. Utilizaremos
la notacion de (2.21).

Proposicion 2.3.3 (Definicién topologica de la continuidad) Sean (X,d) e
(Y, p) dos espacios métricos, f: X — Y y xy € X. Los siguientes son equivalentes:

(i) f es continua en x ;

(ii) para todo U € (., existe V € Iy, tal que f(V) CU;

J

DEMOSTRACION: (i)=-(ii). Sea U € Sy, es decir U es abierto y f(xg) € U. Por ser
abierto, existe € > 0, tal que B,(f(z¢),e) C U. Por la definicién de continuidad, existe
0 > 0 tal que f(Ba(xo,0)) C B,(f(x0),e) CU. Tomando V = By(zy, d) se concluye.

(i))=(i). Sea ¢ > 0. Tomando U = B,(f(z0),€) € Sy(a), existe V € I, tal que f(V) C
B,(f(z0),e). Como V es abierto, existe § > 0, tal que By(zo,d) C V. Concluimos que
f(Ba(zo,0)) C By(f(20), d). O

El siguiente resultado se demuestra facilmente usando la Proposicion 2.3.2 (continuidad
secuencial). Omitiremos la demostracion.

Corolario 2.3.4 (Calculo con funciones continuas) (i). Sea (X1, ds), (Xa,ds), (X3, ds)
espacios métricos. Supongamos que la funcién f : Xy — X, es continua en xy € X; y que
la funcién g : Xy — X3 es continua en f(zg). Entonces la composicién go f : X, — X3 es
continua en xg.

(ii). Sea (X, d) un espacio métricoy f, g : (X,d) — R dos funciones continuas en xy € X.
Entonces las funciones f + g y luego f - g, son continuas en xy. Si g(xo) # 0, entonces la
funcién f/g esta bien definida en un entorno de xy y también es continua en x.

El siguiente resultado nos entrega una caracterizacion puramente topologica de la conti-
nuidad de una funcién en cada punto.

Proposicion 2.3.5 (Caracterizacion topologica de la continuidad) Sean
(X,d), (Y, p) dos espacios métricos y f : X — Y. Los siguientes son equivalentes:

(i) f es continua.
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(ii) para todo U € Sy se tiene que f~1(U) € .

(iii) para todo K cerrado en'Y se tiene que f~'(K) es cerrado en X .

DEMOSTRACION: (i)=-(ii). Sea U € Sy. Si f~'(U) es vacio, entonces es abierto. Sino,
sea g € f1(U) (elemento arbitrario). Entonces f(xy) € U, y por ser U abierto, existe
e > 0 tal que B,(f(x¢),e) € U. Usando la continuidad de f, obtenemos § > 0 tal que
f(Ba(xp),d) CU. Lo anterior implica By(xg,d) C f~H(U). Como xq se tom6 de forma
arbitraria, se deduce que f~(U) es abierto.

(i))=>(i). Sea 7y € X, sea U € Sy tal que f(xg) € U. Entonces V := f~1(U) es un
abierto que contiene zg, luego f(V) = f(f~'(U)) = U. Se concluye por la Proposi-
cion 2.3.3.

(i)« (iii). Se obtiene tomando complementos: f~1(Y \ A) = X \ f~1(A). O

Observamos en continuacion que la anterior caracterizaciéon proporciona una demostracion
alternativa de la continuidad de la funcién composiciéon de dos funciones que son continuas
en cada punto.

Corolario 2.3.6 (Composicidon) Sean (Xi,d;), (Xa2,ds), (X35,ds) espacios métricos y
f: X1~ Xy, g: Xo — X3 funciones continuas. Entonces g o f es continua.

DEMOSTRACION: Sea U € Sx,. Entonces (go f)~1(U) = f~* (g7 (U4)) es un abierto en
X1, ya que g1 (U) es un abierto en X, (g es continua) y f~*(g 1 (U)) es un abierto en
X; (f es continua). O
2.3.1. Distancia a un conjunto — Lema de Urysohn

Una subclase importante de funciones continuas son las funciones Lipschitz continuas.

DEFINICION 2.3.7

(Continuidad Lipschitz) Sean (X,d)y (Y, p) dos espacios métricos. Una funcion
f X — Y se dice Lipschitz continua (o simplemente Lipschitz), si existe L > 0
tal que para todo x1,x9 € X se tiene que

p(f (1), [(22)) < Ld(xy, ).

Es facil comprobar que una funcién Lispchitz es continua en todo punto. El reciproco no
es cierto: las funciones ¢ — t* y ¢t + +/|t| definidas de R a R son continuas pero no son
Lipschitz continuas.
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Observacion 2.3.8 La continuidad Lipschitz es una nociéon métrica, haciendo re-
ferencia explicita a las distancias de los espacios métricos involucrados.

El siguiente resultado nos proporciona una clase importante de funciones (Lipschitz) con-
tinuas en un espacio métrico (X, d), vinculadas con su distancia.

Proposicion 2.3.9 (Distancia a un conjunto) Sea (X,d) un espacio métrico y
sea A C X no vacio. Entonces la funcién

f(z) = dist(x, A) = inf d(z, a),

acA

es Lipschitz continua. (Dicha funcién se denota a veces por dista(+).)

J

DEMOSTRACION: Sean z,y € X y a € A. Se deduce de la desigualdad triangular
(tomando el infimo para todo a € A) que

f(w) = inf d(z,a) < if {d(z,y) +d(y,a) } = d(z,y) + (),

es decir,
f(@) = fly) <d(z,y).

Por simetria, intercambiando = con y, concluimos que |f(x) — f(y)| < d(x,y). O

Observacion 2.3.10 Observamos que para todo conjunto A C X no vacio, se tiene
que
f(x) := distaan(a)(z) = dista(xz), para todo z € X, (2.35)

luego

adh(A4) = f71(0).

Una consecuencia de la Proposicion 2.3.9 es que para todo xg € X, la funcién distancia a
xo es continua en X. Si X es un espacio vectorial y la distancia proviene de una norma
(c.f. Observacion 2.1), se deduce inmediatamente lo siguiente:

Corolario 2.3.11 (Continuidad de la norma) Sea (E, N) un espacio normado. En-
tonces la funcion norma N : E — R, es una funcién continua.

Otra consecuencia interesante de la Proposicion 2.3.9 es el siguiente resultado que ga-
rantiza la suficiencia de abiertos para separar conjuntos cerrados disjuntos en un espacio
métrico.
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Corolario 2.3.12 (Lema de Urysohn — Version métrica) Sean A, B C X cerrados,
con AN B = @. Entonces existe una funcién continua f : X — [0, 1] tal que

o) =4 vy ff{1H =5

En particular, los conjuntos

U:=f7(0,1/3) vy V:i=F(2/3.1])
son abiertos, disjuntos y satisfacen A CU y B C V.

DEMOSTRACION: Consideramos la funciéon
f:X —[0,1]

B d(z, A)
flo) = d(z, A) +d(y, B)’

Como A, B son cerrados y disjuntos, es facil ver que el denominador no se puede
anular, por lo tanto f esta bien definida con valores entre [0,1], con A = f~1({0}) y
B = f~'({1}). Combinando la Proposicién 2.3.9 con la Proposicion 2.3.4 obtenemos
que f es continua. Concluimos por la Proposicion 2.3.5 (ii). O

Observacion 2.3.13 (Axioma de separabilidad T,) El Corolario 2.3.12 esta-
blece que si A, B son cerrados disjuntos en un espacio métrico (X, d) entonces exis-
ten abiertos Ui, Us € Sx tales que:

Agul, BQUQ y uanQZQ.

Veremos mas adelante que esta propiedad se conoce como el axioma de separacion
T, para el espacio topologico correspondiente (X, ). El caso particular donde los
conjuntos cerrados son singletons (es decir, A = {z} y B = {y}, donde z,y € X
con z # y, corresponde a la propiedad de Hausdorff (véase Observacion 2.2.7), also
conocida como axioma de separacion T's.

2.3.2. Conjuntos G5 — Puntos de continuidad.

Empezamos con la siguiente definicion.
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DEFINICION 2.3.14
(Conjuntos Gs y F,) Sea (X,d) un espacio metrico.

— Un conjunto G C X se dice G si se puede escribir como interseccion nume-
rable de abiertos, es decir, si existe {(Uy,)nen} C S tal que

o .
n=1

— Un conjunto B C X se dice F si se puede escribir como union numerable de
cerrados, es decir, si existe una sucesion (F,),en de conjuntos cerrados, tal

que
B:Uﬂ.
n=1

Observacion 2.3.15 (Abiertos/cerrados vs Gs/F,) Los conjuntos G5 y F,
son complementarios, es decir, el complementario en X de un conjunto Gs es F,, y
vice-versa. Luego, es obvio de la Definicion 2.3.14 que cada conjunto abierto es en
particular G5 y que cada cerrado es F,. Veremos ahora que cada conjunto cerrado
es también G (y por lo tanto, cada abierto es también F,). En efecto, si K C X es
un cerrado, entonces

K = disty'({0})) = () distg' ([0, 1/n)),

neN

y se concluye por la Proposicion 2.3.9.

A continuacién veremos unos resultados interesantes que conectan la continuidad de una
funcioén, con los conjuntos G5 de un espacio métrico.

7

Proposicion 2.3.16 (Conjunto de puntos de continuidad.) Sea (X, d),
(Y, p) dos espacios métricos y sea f : X +— Y una funcién arbitraria. Entonces el
conjunto de puntos de X en que la funcién f es continua es un conjunto Gy que
contiene todos los puntos aislados de X.

DEMOSTRACION: Para cada n € N definimos el conjunto abierto

U, = U { D : D es abierto y diam(f(D)) < %}
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Sea Cy el conjunto de los puntos de continuidad de f. Mostremos que

Cr = ) Un

neN

Sea x € (,eyUn y € > 0. Tomamos n € N con 1/n < e. Dado que x € U,, existe
un abierto D € S, con diam(f(D)) < 1/n. Eso es, existe r > 0 tal que B(z,r) C D,
por lo tanto para cada y € B(x,r) se tiene que p(f(z), f(y)) < 1/n < ¢, de donde se
concluye que f es continua en z, es decir, x € Cy.

Sea ahora x € Cy. Entonces f es continua en z y para todo n € N existe r, > 0 tal que
para todo y € B(x,r,) se tiene que d(f(z), f(y)) < 1/2n. Tomando D,, = B(x,r,) se
tiene que diam(f(D)) < 1/n y por lo tanto = € D C U, para todo n € N.

Se deduce inmediatamente que Cy es un conjunto G5. Si x € X es un punto aislado de
X entonces existe § > 0 tal que B(z,d) = {z}. Es obvio que diam(f(B(z,d)) =0y
por lo tanto B(z,0) € U,, para todo n € N, lo que implica = € Cy. O

El reciproco de la Proposicion 2.3.16 también es cierto y esta dado por la siguiente pro-
posicion. Se obtiene asi una caracterizaciéon de los conjuntos Gs de un espacio métrico
X que contienen todos los puntos aislados: son exactamente aquellos conjuntos que son
puntos de continuidad de una funcién f € R¥.

Proposicion 2.3.17 (Gs que contienen todos los puntos aislados) Sea
(X,d) un espacio métrico y G C X un conjunto G5 que contiene todos los puntos
aislados de X . Entonces existe una funcion f : X — R que es continua exactamente
en G.

DEMOSTRACION: Sea G un conjunto G tal que X\ X' C G C X. Entonces G = | U,
neN

(con U, abierto). Definimos F,, = X \ U,, (cerrado) de forma que X \ G = |J F,,. Para

neN
cada n € N, ponemos
1, si x € F,
on(T) = { ;

0, siazé¢F,,

y definimos la funciéon

g: X—R
o) = 5 D
neN

Sea D C X denso en X con complemento X \ D denso en X’ (c.f. Proposicion 2.2.48).
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Definimos la funcién

La funcién deseada es

Es facil ver que
flz)=0 = z €.

— Mostramos que f es continua en cada x € G.
Sea x € G y sea (z,)nen una sucesion tal que (x,) — z. Sea e >0y k € N tal que

n—00
k

D oisk 1/2 < eyseald :== (| U; € I,. Entonces existe ng € N tal que para todo n > ny
i=1

se tiene que z,, € U. En otras palabras, 6;(z,) = 0 para todo i € {1,...,k} y por lo

tanto |f(z,)| < ey f es continua en .

— Mostramos ahora que f es discontinua en X \ G.

Siz € X\ G C X', entonces g(x) > 0y |f(z)] # 0. Como Dy X \ D son densos

en X \ G, existen sucesiones (yn)neny € D v {zn}neny € X \ D tales que (y,) — xy
n—oo

(z,) — z. Pero f(y,) >0y f(z,) <0 para todo n € N, por lo que f no es continua
n—oo

en . O

2.4. Espacios Métricos Completos

Mientras que cada sucesion convergente en un espacio métrico (X, d) es también una
sucesion de Cauchy, el reciproco por lo general no es cierto como muestran los siguientes
ejemplos:

Ejemplo 2.4.1 (i). (Q,]|-]). Consideramos el conjunto de los nimeros racionales equi-
pado con la distancia habitual y una sucesion {g,}nen € Q de racionales que converge

al namero real v/2. Entonces, dicha sucesion es una sucesiéon de Cauchy en Q, pero no
converge en el espacio Q.

(ii). (coo(N), || - |loo). Consideramos el espacio normado de las sucesiones eventualmente
nulas, es decir, cpo(N) = {x = (z,)nen, Ino € N,Vn > ng : x, = 0}, con la distancia

doo(2,y) = méx [z; — yil .
€N
Consideremos en cgq la siguiente sucesion:

1
' = (1,0,0,0,...), x2=(1,§,0,0,...), 2% = (1,
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Mostramos que esta sucesion es de Cauchy, pero no converge en coo(N). En efecto, sean
n,m € N, con m > n. Entonces

1
doo(z™,2") = I?E%X |zt — x| = 1
Se concluye inmediatamente que la sucesion {z"},cy es de Cauchy. Mostramos que no es
convergente en coo(N). Sea = € cyo(N) arbitrario. Entonces existe i € N, tal que para
cada i > ig, se tiene que z; = 0. Sea ¢ < 1/ig y supongamos hacia contradiccion que
(™) — z. Entonces existe ng, € N tal que para todo n > ng se tiene que d(z",z) < €..
Considerando n > méx{ny, iy}, obtenemos el elemento

1
"=(1,=,...,—,0,...
x (727 7n7 Y )
y por lo tanto

1
doo(2", ) = méx |z} — ;| > — > ¢,
7 ZO

de donde concluimos que la sucesion {z"},cn no puede converger a x € cgo(N). O

2.4.1. Definiciéon y ejemplos

Introducimos a continuacion la siguiente definicion que caracteriza los espacios para los
cuales las sucesiones de Cauchy coinciden con las sucesiones convergentes.

DEFINICION 2.4.2

(Espacio métrico completo) Un espacio métrico (X, d) se dice completo si cada
sucesion de Cauchy converge.

La siguiente proposiciéon caracteriza los subconjuntos de un espacio métrico completo
que son completos como subespacios métricos con la distancia inducida (véase Defini-
cion 2.2.52). La demostracion es inmediata y se omitira.

Proposicion 2.4.3 (Caracterizaciéon de los subespacios completos) Sea
(X, d) un espacio métrico completo y K C X. Los siguientes son equivalentes:

(i) K es cerrado en X

(ii)) (K,d|kxxx) es completo.

\. J

Ejemplo 2.4.4 (Espacios métricos completos, espacios de Banach) Presentamos
a continuacion unos ejemplos de espacios métricos completos. Mencionamos que si un es-
pacio normado es completo (como espacio métrico), entonces se dice espacio de Banach.
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(i) (Espacio discreto) El espacio métrico discreto (véase Ejemplo 2.1.15(i)) es un espacio
completo. En efecto, una sucesion es de Cauchy (respectivamente, convergente) si y solo
si es una sucesion eventualmente constante.

(i) ¢>°(I',Y). Sea (Y,d) un espacio métrico completo y I' # @& un conjunto cualquiera.
Definimos
(*T,Y)={f:T =Y | diam(f(')) < 400},

es decir, el conjunto de las funciones acotadas de I' a Y. A este conjunto le podemos
definir la siguiente distancia

doo(f,9) = sup d(f(1), g(t)).

tel’

~

Se tiene entonces que (£>°(I',Y), d) es un espacio métrico completo.

DEMOSTRACION: De manera similar al Ejemplo 2.1.8(i), se demuestra facilmente que dy,
es una distancia en (*(I",Y").

Mostramos ahora que (KOO(F,Y),C/I\OO) es un espacio completo: Sea {f,}neny C £°(I',Y)
una sucesion de Cauchy. Para todo ¢t € T" se deduce d(f,,(t), fm(t)) < doo(fn, fm), por lo

tanto concluimos que { f,,(t) }nen €s una sucesion de Cauchy en Y. Como Y es un espacio
completo, para todo t € I" existe y(t) € Y tal que (f,.(t)) — y(t). Se define asi una funciéon

f:T =Y con f(t) = lim fn(t).

Mostramos que f es acotada. Sea ¢ = 1y N € N tal que para todo n,m < N, se tiene
que deo(fn, fm) < 1. Entonces para todo n < N, se tiene doo(fn, fv) < 1 y gracias a la
desigualdad triangular

diam(f,,(I")) < diam(fn (")) + 2.

Se deduce facilmente que diam(f(I')) < oo, es decir, f € (>(I',Y)).
Mostramos por ultimo que f,, — f. Sea € > 0 tal que

doo

~

Vn,m > ng, YVt € T, d(fn(t), f(t)) < d(fn, fim) < e.

Hacemos tender m — oo, de donde obtenemos que para todo t € T' y todo n > ng

o~

d(fn, [) < e, por lo que concluimos que lim,, o, doo(fn, f) = 0. O

En el ejemplo anterior, si el espacio completo (Y, d) es un espacio normado (por lo tanto,
Banach), entonces ¢*°(I",Y) también es un espacio de Banach. En particular, tomando
Y = R obtenemos un esquema de ejemplos de espacios de Banach, que detallamos a con-
tinuacion:
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(iii) (€>°(1),] - |lo) (vease Ejemplo 2.1.8(I)). Es el espacio de Banach ¢°(I',R) de las
funciones acotadas de un conjunto I' # @ (sin estructura) a R con la norma || - ||, que
también anotamos de manera més simple por ¢>°(I").

(Caso particular del (ii) tomando 7" = R.)

(iv) (¢>°(N), ]| - |lso) - El espacio de Banach ¢*°(N,R) (o simplemente ¢*°(N) o incluso ¢*°)
de sucesiones acotadas en R

0 :={x = (z,)y : sup |z,| < +oo}

n—oo

es completo con la métrica definida por la norma ||z|l« = sup |x,].
n—oo

(Caso particular del (iii) tomando I' = N.)

(v) (R || - lo) El espacio de dimension finita R? es un espacio de Banach.
(Caso particular del (iii) tomando I' = {1,...,d}.)

Veremos mas adelante que R? es completo bajo cualquier norma, ya que la convergencia
de una sucesién (z"),en en R? con cualquier norma || - || es equivalente a la convergencia
de sus d coordinadas (z7), C R. Luego, una sucesion de R? es Cauchy (respectivamente,
convergente) si y solo si sus sucesiones de coordinadas son Cauchy (respectivamente, con-
vergentes). Dado que R es completo, se deduce que R? es completo.

(vi) (C([0,1]). - ||so) (véase Ejemplo 2.1.8(I)). Tomamos I' = [0, 1] y mostramos que el
espacio de funciones continuas sobre [0, 1] es un subespacio cerrado del espacio £*°(]0, 1]),
por lo que se deduciré su completitud gracias a la Proposicion 2.4.3.

En efecto, sea (f,)neny una sucesion de funciones continuas que converge hacia f €
>°([0,1]), es decir, || f, — fllo — 0. Tenemos que mostrar que f es continua. Para eso,
sea t € [0, 1] arbitrario y € > 0. Entonces existe ng € N tal que para todo n < ng se tiene
que ||fn — flloo < €/3. Sea § > 0 dado por la continuidad de f,, en ¢t € [0, 1], de forma
que para todo s € (t — d,t + 0) N[0, 1] se tiene que | f,, () — fno(t)] < /3. Se deduce

1£(5) = FO < 1F(8) = Fro(S)] + [ fao(8) = Fuo (0] + | fro(8) — F (1)
<2/l fug = Flloo + [ fao(8) = fan(B)] < £, '

por lo que se concluye la continuidad de f en t. Dado que t es arbitrario, concluimos que
fec((o,1]). 0

(vii) (co(N), ]| - |l«) Consideramos a continuacion el espacio normado de las sucesiones
nulas (i.e. convergentes a cero)

co(N) :={x = (xy)nen : nh—{gox” =0} (<€ ((N)).
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De manera similar al ejemplo anterior, mostramos que (cy(N), || - ||«) es un espacio de
Banach estableciendo que ¢*°(N) \ ¢y(N) es un conjunto abierto de ¢*°(N) (c.f. Proposi-
cion 2.4.3). Sea x = (z,) € £>°(N) \ ¢o(N). Como z no es una sucesion nula, existe 6 > 0
tal que el conjunto

N° .= {n e N: |z, > 26}

tiene cardinalidad
card(N%) = R.

Mostramos que la bola B(z,d) C ¢*°(N) \ ¢o(N). En efecto, sea y = (yn)nen € B(z,9).
Para todo n € N° se tiene que

[yn| 2 [2n] = lyn — 20 2 26 = [ly — 2]l0c = 0
lo que muestra que (¥, )nen 1O €s una sucesion nula, por lo tanto y ¢ co(N). O

(viii) (¢*(N), || - |l,), p € [1,00) (véase Ejemplo 2.1.8(IV)). Hemos visto que * := (P(N)
es un espacio normado, con norma

1/p
Joll, = (Dx(i)v’) - 2= (2(0))ien € °

1€EN

Mostramos ahora su completitud. Sea (z,),eny una sucesion de Cauchy en P. Entonces
para cada n € N el elemento x,, es una sucesion z,(i);cy de R, y se tiene que

|In(l) - $m<l>| < Hxn - xm”p

(por la definicion de la norma-p). Se deduce que (z,(i));en es Cauchy por lo tanto
converge a un namero real z(i). Consideramos la sucesion = = (x(i));eny definida por
z(i) = lim z,(i). Mostraremos que = € ' y lim ||z,, — ||, = 0.

n—o0 n—oo

En efecto, sea ¢ > 0y N € N tal que ||z, — z,,||, < £/2 para todo n,m > N. Se deduce
que para todo k € N

k 1/p
(Z 2.(1) - xm<i>|p> <3

=1

Tomando el limite cuando m — oo se deduce que para todon > Nyl e N

k 1/p k 1/p
Jim (erna)—xm(mp) :<Z|xn<i>—x<i>|fﬂ> <S.ew

Se deduce por la desigualdad de Minkowski (véase (2.11)) que

k 1/p k 1/p & 1/p
(Zmnv) < (Dxn(i)v’) +<Z|xn<z'>—x<z'>|p> < Jally + 3+ (237

=1
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Tomando el limite £ — oo en (2.37) deducimos que = (2(7));en pertenece a F, luego
por (2.36) se deduce que lim ||z, — x|/, = 0. O
n—oo

A continuacién veremos los cuatro teoremas fundamentales de la teoria de los espacios
métricos completos:

— Teorema de Interseccion de Cantor;

— Teorema de Categoria de Baire;

Teorema de Punto Fijo de Banach;

Principio Variacional de Ekeland.

2.4.2. Teorema de Interseccién de Cantor

Empezaremos esta secciéon con el siguiente teorema.

TEOREMA 2.4.5

(Teorema de las bolas encajadas) Sea (X, d) un espacio métrico completo y
{B(pn, ) }nen una sucesion de bolas cerradas tal que

(i) B(z1,71) D ... 2 B(xy,7) 2 B(#pi1,7n4e1) 2 ... (bolas encajonadas)

(ii) nh_)nolo rn =0,

Entonces (| B(zn,7,) # @

n=1

DEMOSTRACION: Veamos que la sucesion (z,),en es de Cauchy. Sea e > 0. Entonces
existe ng € N tal que para cada n > ng, r, < £/2. En particular, para todo n,m > ng
se deduce que x,, y x,, pertenecen a B(x,,,,,) por lo que se deduce

d(xn7$m) < d(fL‘n, xno) + d<xma xno) < QTno <g,

es decir, (2, )nen s de Cauchy. Como el espacio (X, d) es completo, entonces =, — T €
X. Para cada ng € N, la sucesion {y, }nen definida por y,, = x,,4n converge a T € X.
o0

Concluimos que T € B(Zp,, T, ), para cada ng € N, es decir, T € () B(zn, ) # 2. O
n=1

Una version mas general del teorema anterior, es el teorema de interseccion de Cantor.
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TEOREMA 2.4.6

(Teorema de Intersecciéon de Cantor) Sea (X, d) un espacio métrico completo,
y { K, }nen una sucesion de conjuntos cerrados encajonados, es decir,

KlQ---QanngngKn+12---

y tales que
lim diam(K,) = 0.

n—oo

Entonces existe x € X tal que
o0
(E.={z} #2.
n=1

DEMOSTRACION: Sea ¢ > 0. Entonces existe N € N tal que para todo n > N se tiene
que diam(K,,) < e. Para cada n € N, escogemos un elemento z, € K, y formamos
una sucesion (z,)nen (c.f. Axioma de Eleccion). En particular, si m,n > N, entonces
Tn, Tm € Ky y (por la hipotesis del encajonamiento) se tiene que

d(zp, Ty) < diam(Ky) < e.

Por lo tanto la sucesion (z,)nen es de Cauchy, y como (X, d) es completo, (2, )nen €8
convergente a un elemento z € X. Fijamos m € N y consideramos cualquier n > m.
Se deduce nuevamente de la hipotesis del encajonamiento que x, € K, C K,,, y por
lo tanto (z,)n>m € K. Dado que K, es cerrado y m € N es arbitrario, se deduce que

o0
VmeN: z=lmaz,=1limz.mckK, = z€c[)K.
n—oo =1

n—oo

[e.e]
Mostramos por ultimo que [ K, es un singleton. Supongamos que existen z,z’ €

n=1
00

K, con x’ # x. Esto significa que
n=1

diam(K,,) > d(z,y) > 0, paratodon €N,

lo que contradice la hipdtesis que lim diam(K,) = 0. O
n—oo

Con el siguiente ejemplo vemos la necesidad de todas las hipotesis en el teorema de Cantor.

Ejemplo 2.4.7 (Necesidad de las hipétesis) (i) (Completitud) Sea X = Q (espacio
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métrico no completo). Consideramos dos sucesiones de numeros racionales que conver-
gen de forma creciente, y respectivamente decreciente, al nimero irracional v/2, es decir,
4w/ V2'Y Gu N\« V2. Consideramos los conjuntos K, = [¢n,d.] (obviamente cerrados,

encajonados), y vemos que diam(K,,) = ¢, — g, — 0, pero (| K, = &.

n=1

(i) (diam(K,)) Sea X = R (espacio métrico completo) y sea K, = [n,o0), n € N una

familia de cerrados encajonados. Observamos que () K, = &, lo que se debe al hecho
n=1
que la sucesion de didmetros diam(K,,) no converge a 0.

(iii) (Cerrados/encajonados) En el espacio métrico completo R, podemos considerar a
la vez la familia encajonada K, = (0,1/n] con diam(K,) — 0, y respectivamente, la
familia de los conjuntos cerrados K,, = [n,n+1/n] con diam(K,,) — 0. En ambos casos la
interseccion es vacia, lo que muestra que tanto la hipotesis que los conjuntos son cerrados,
o que la familia esté encajonada son indispensables.

2.4.3. Teorema de Categorias de Baire

En esta seccion presentaremos el segundo conjunto de teoremas fundamentales en la teoria
de los espacios métricos completos, los llamados Teoremas de Categoria de Baire. Como
veremos, dicho conjunto de teoremas es una aplicaciéon del teorema de Cantor.

TEOREMA 2.4.8

(Teorema de Categoria de Baire - I) Sea (X, d) espacio métrico completo y
sea {U, }nen una familia numerable de conjuntos abiertos densos. Entonces

ﬂ U, es (un conjunto Gs) denso .
n=1

DEMOSTRACION: Mostraremos la densidad estableciendo que la interseccion anterior
tiene elementos en cada bola del espacio X. Consideramos entonces © € X y r > 0
arbitrarios (definiendo la bola B(x,r)). Como U; es un abierto denso, entonces U; N
B(z,r) # @. Sea x1 € Uy N B(z,r). Al ser un conjunto abierto, existe r; > 0 tal que
B(xq1,71) € Uy N B(z,r). Cambiando posiblemente el valor de r; por un valor més
pequeno, podemos suponer que

0<r <1 y B(xy,r) CU NB(z,7).

Como Uy es un conjunto abierto y denso y B(xy,71) es un conjunto abierto no vacio,
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existe x9 € Uy N B(xq,71) y de la misma manera que antes podemos elegir
1 —
0<ry < 3 tal que  B(xg,13) C Uy N B(xy,r1).

Siguiendo con el procedimiento de manera inductiva obtenemos para cada n € N una
sucesion x,, € U, N B(x,—1,m,—1) tal que

1 _
0<r,<— talque B(x,,r,) CU,NB(xy_1,70_1).
n

Se tiene entonces que

2 E(x’m Tn) 2 F(In-‘rla T’rz—i—l) 2 o X —
con lim r, =0 7}1320 Tn = m B(wn, 7n),
n—00 n=1

donde la implicancia se tiene por el teorema de Cantor.

Sea ng € N. Entonces por construccion se tiene que

E(xn(J?TTLo) - uno y (yn)nEN = ($no+n)neN - E(xnoa Tno) - B(ZL‘,T),

es decir T € B(Zpng, Tng) C Un,, ¥ POT lo tanto

T € B(z,r) ﬂ(ﬂu)

lo que establece lo pedido. U

A continuacion llamaremos un conjunto I' € X genérico (o residual) si I' contiene un
subconjunto Ggs-denso. Con esta terminologia el Teorema 2.4.8 se puede enunciar de la
siguiente manera:

Interseccion numerable de conjuntos abiertos densos
en un espacio métrico completo es un conjunto residual.

Introducimos la siguiente definicion:

DEFINICION 2.4.9

(Conjunto nulamente denso) Un conjunto A C X se dice nulamente denso si
int(A) = @. Es inmediato de la definicién que A es nulamente denso si y solo si su
complemento X \ A contiene un conjunto abierto y denso.
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DEFINICION 2.4.10

(Primera/segunda categoria) (i) Un conjunto K C X se dice de primera
categoria si K se puede representar como unién numerable de conjuntos nulamente
densos, es decir

K= U A,, con int(4,)=a.

n=1

(ii) Un conjunto K C X se dice de sequnda categoria si no es de primera categoria.

Es inmediato de la definicién que un conjunto K es de primera categoria, si y solo si su
complemento X \ K contiene una interseccion numerable de conjuntos abiertos densos.
Lo anterior equivale a decir que X \ K es residual, si el espacio métrico es completo. La
importancia de la completitud del espacio se muestra con el siguiente contraejemplo.

Ejemplo 2.4.11 (Pertinencia de la completitud) Consideramos nuevamente el es-
pacio métrico X = Q de los nimeros racionales. Sea {g,},en una enumeracion de Q.
Entonces cada conjunto finito es nulamente denso ya que Q no contiene puntos aislados,

por lo que los conjuntos U, = Q \ {q1,--.,¢.} son abiertos y densos. Observamos que
o

() U, = &, en particular Q es de primera categoria y la conclusion del Teorema 2.4.8
n=1

falla.

Enunciamos una versiéon equivalente del Teorema 2.4.8.

Corolario 2.4.12 (Teorema de Categoria de Baire - II) Cada espacio métrico com-
pleto es de segunda categoria.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio métrico completo y supongamos hacia contradic-
cion que X es un conjunto de primera categoria. Entonces existen conjuntos {A, },en

oo

nulamente densos tales que X = J A,. Tomando complementos obtenemos el conjun-
n=1

to vacio como interseccién numerable de conjuntos abiertos densos lo que contradice la

conclusiéon del Teorema 2.4.8. U

Observacion 2.4.13 (Q no es un conjunto Gs) El conjunto @ C R es un con-
junto F, y de primera categoria, ya que se puede inscribir como unién numerable
de sus elementos (singletons)

Q= J{g}

q€Q
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que son en particular nulamente densos. Por lo tanto, Q no puede ser completo bajo
ninguna distancia para la cual los singletons son nulamente densos. Mostramos
ahora que Q, visto como subconjunto de los reales, no es Gs. En efecto, si Q fuera
Gs, entonces considerando una enumeracion {¢, }nen de Q, deduciriamos que los
subconjuntos densos U, = Q \ {q1,. .., ¢, } también fueran Gy, lo que contradice la
completitud de R, dado que tienen interseccion vacia (véase Ejemplo 2.4.11). ]

Combinando la observacion anterior con la Proposiciéon 2.3.16 se obtiene el siguiente in-
teresante resultado.

Corolario 2.4.14 (Puntos de continuidad) (i) No existe ninguna funcion f : R — R
que sea continua exactamente en el conjunto Q de los racionales.

(ii) Existe una funcién f : R — R que es continua exactamente en el conjunto de los
irracionales I = R\ Q.

DEMOSTRACION: Dado que R no tiene puntos aislados, Q no es G5 (c.f. observacion
anterior) y I es G5 (complemento del Q que es F,), ambos resultados son consecuencia
de la Proposicion 2.3.16 y Proposicion 2.3.17. U

Observacion 2.4.15 (Categoria vs subespacios) Consideramos a continuacion

el conjunto Z de los nimeros naturales. Observamos que Z = |J {n} y por lo
nez
tanto, visto como subconjunto de R, Z es de primera categoria (los singletons son

nulamente densos en R). Por otra parte, Z es un espacio métrico discreto, y como
tal es completo y de segunda categoria en si mismo (c.f. Teorema 2.4.8). Obsérvense
que los singletons {{n} : n € Z} son abiertos en la topologia discreta de Z.

Enunciamos por tltimo una tercera version del Teorema de Categoria de Baire.

Corolario 2.4.16 (Teorema de Categoria de Baire - III) Sea (X, d) un espacio mé-
trico completo. Entonces

Vn e N o
K,, cerrado — int (U Kn> =0O.
int(K,) =9

n=1

DEMOSTRACION: Por hipoétesis, los conjuntos cerrados K, son nulamente densos, por
lo que sus complementos U,, := X \ K,, son abiertos densos. Aplicando el Teorema 2.4.8
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se deduce que

ﬁL{n densoen X <<= int (X\ ﬁun> = int <[OJ Kn> =,
n=1 n=1

n=1

lo que es exactamente lo pedido. O

Citamos una manera intuitiva de entender esta version del Teorema de Categoria de Baire:

En un espacio métrico completo no se puede crear interior
mediante uniones numerables de conjuntos nulamente densos.

El Teorema de Categoria de Baire tiene consecuencias muy importantes en el Analisis
Funcional que veremos mas adelante. Antes de cerrar la seccién presentaremos algunas
aplicaciones inmediatas.

I. Cardinalidad de la base algebraica.

Una consecuencia notable del teorema de Baire es el hecho que la base algebraica de un
espacio de Banach tiene cardinalidad finita o no numerable. La demostracion esta basada
en la siguiente version del Corolario 2.4.16.

Corolario 2.4.17 Sea (X, d) un espacio métrico completo y (K, )nen una familia de con-
juntos cerrados. Entonces:

& Hno eN
X = (nL:Jl Kn) — { nt(Ko) o+ 2. (2.38)

Corolario 2.4.18 (Cardinalidad de base de Hamel) Si un espacio de Banach tiene
base algebraica numerable, entonces es de dimension finita.

DEMOSTRACION: Supongamos que FE tiene una base algebraica numerable infinita, es
decir E = (ey, ey, ...). Consideremos los siguientes subespacios de dimension finita de
E

F,={e1,...,e,) <E.
Dichos subespacios son completos (y cerrados en E). Dado que E = |J F,, deducimos

n=1
del Corolario 2.4.12 que existe ng € N, tal que int(F,,) # &. Por lo tanto, existen
rg € E'yr>0,tal que B(xg,r) C F,,. Como F,, es un subespacio vectorial, se tiene
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que —xo € F,, v se deduce que B(0,r) = B(zo,7) — {z0} C F,,, luego

E=|JB(0,r) CF,,

A>0

lo cual es una contradiccion, ya que F,, C E. O

Veamos una consecuencia directa del resultado anterior.

Ejemplo 2.4.19 (Dimensién de RY) Consideremos el espacio vectorial RN = {z =

(Tn)nen € R} de las sucesiones en R. Dado que el espacio /*°(N) C RY es completo

(Ejemplo 2.4.4(iii)) y de dimension infinita, la dimension de £°°(N) no puede ser numerable

y por lo tanto la dimensiéon de RY tampoco puede ser numerable.

N.B. Es interesante notar que la extension natural de la base candnica
en=(0,0,...,0, 1 ,0,...), neN,

n

genera naturalmente el espacio coo(N) (se mostro en el Ejemplo 2.4.1 que este espacio no
es completo) que es isomorfo al espacio de polinomios de una variable real R[X].

II. Cardinalidad vs completitud

Presentamos ahora otras consecuencias del Teorema 2.4.8.

7

Proposicion 2.4.20 (Conjuntos numerables de segunda categoria) Sea
(X, d) un espacio métrico con card(X) < R,. Entonces:

X es de segunda categoria < X\ X' # .

DEMOSTRACION: (=) Si X \ X’ = @, entonces el singleton {z} tiene interior vacio

para todo = € X. Luego, como X = |J {z} y card(X) < N, se obtiene que X es de
zeX
primera categoria, lo que contradice la hipotesis.

(<) Sea z € X un punto aislado. Entonces ningin cerrado que contenga a = puede
tener interior vacio (ya que {x} es abierto). Asi, X no se puede escribir como unién de
cerrados de interior vacio. 0

Proposiciéon 2.4.21 (Cardinalidad de abiertos) Si(X,d) es un espacio métri-
co completo y X = X', entonces para cada abierto no vacio U € , se tiene que
card(U) > V.
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DEMOSTRACION: Es una consecuencia inmediata del Corolario 2.4.16 y del hecho que
los singletons son (cerrados y) tienen interior vacio (ya que no hay puntos aislados).[]

Proposicion 2.4.22 Sea (X, d) un espacio métrico completo. Si card(X) = Ry,
entonces X \ X' es un conjunto infinito y G denso en X.

DEMOSTRACION: Notamos primero que si el conjunto I := X\ X’ de los puntos aislados
de X fuera finito (o vacio), entonces quitandolo de X obtendriamos un espacio métrico
completo Y := X'\ I = X’ sin puntos aislados (es decir, Y = Y”) y con card(Y") = Ny, lo
que contradice la Proposicion 2.4.21. Luego, si X' = & entonces I = X es obviamente
G denso. En el caso contrario, observamos que

1= X\ X' = () (X\{x}),

reX’

es una uniéon numerable de abiertos densos, por lo tanto, concluimos aplicando el Teo-
rema 2.4.8 (Teorema de Baire - I). O

Cerramos esta parte con el siguiente resultado.

Proposicion 2.4.23 El conjunto R no se puede escribir como unién numerable de
conjuntos cerrados, disjuntos y no vacios.

DEMOSTRACION: Supongamos que existe una familia numerable {F},},cn de subcon-

juntos de R cerrados y disjuntos tal que R = () F),. Para cada n € N, definimos
neN
la frontera T,, = OF,, de F, y ponemos T = ;) T,, (también unién disjunta de ce-
neN
rrados). Sea n € N arbitrario y veamos que T,, tiene interior vacio en 7. En efecto,

sea x € T,, :== 0F, y ¢ > 0. Como z pertenece a la frontera del cerrado F;, la bola
B(z,¢) debe tener intersecciéon no vacia con al menos un conjunto cerrado F,,, con
m # n. Dado que F,, N F, = @y x € T, C F,, deducimos que existe un elemento
y € B(z,e) N F,, distinto de x. Si y < z, tomamos z = sup{w € F,, : w < z}. En
el caso contrario, y > = y tomamos z = inf{w € F, : w > x}. En ambos casos es
facil ver que z € T,, = OF,,. Por lo tanto T,, tiene interior vacio en 7. Como T es

cerrado en R (pues "= R\ |J int F},) deducimos por la Proposicion 2.4.3 que T es
neN
completo (visto como espacio métrico con la métrica inducida de R). Eso contradice el

Corolario 2.4.12. O
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2.4.4. Teorema de Punto Fijo de Banach

En esta seccion veremos un tercer teorema fundamental en la teoria de los espacios mé-
tricos completos. Empezamos con la siguiente definiciéon de una contraccion.

DEFINICION 2.4.24

(Contracciéon) Sean (X, d), (Y, p) dos espacios métricos. Una funcion f: X — Y
se dice contraccion, si es Lipschitz continua (c.f. Definicion 2.3.7) con constante
K < 1, es decir, para todo x1,x2 € X se tiene que

p(f(1), f(x2)) < Kd(zy,25) (K <1) (2.39)

El teorema de punto fijo de Banach asegura que cada contraccion f : X — X definida
en un espacio completo (X, d) con valores a si mismo tiene exactamente un punto fijo, es
decir, existe T € X con f(Z) = = (ademaés el punto Z es tinico con esta propiedad). Para
demostrar este resultado utilizaremos el siguiente lema.

Lema 2.4.25 (Sucesion de iteraciones de una contraccion) Sea (X,d) un espacio
métrico y f : X — X una contraccién. Sea xq € X. Entonces la sucesion, definida de
forma recursiva:

r1 = f(x0) y Tpy1 = f(zn) (n€N)

es una sucesion de Cauchy.

DEMOSTRACION: Observamos primero que d(xq,z1) = d(f(x1), f(z0)) < Kd(z1,x0)-
Se puede mostrar facilmente por induccién que para todo n € N se tiene que:

d(Tni1, ) < K"d(x1,20).

Mostramos que {x, },en es una sucesion de Cauchy. Podemos suponer que x; # o (ya
que si 1 = f(xy) = x¢, entonces la sucesion {1z, },en es la sucesion constante x,, = o).

Sea ¢ > 0. Como K < 1, la serie

o . K—
;K T1-K

converge, por lo tanto existe Ny € N tal que para todo m,n € N con m > n

m—1 m
i i €
;K < ;K < oo
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En particular,
d($n7 xm) S d(ﬂfn, xn-{—l) +...+ d(xm—lv xm) <

m—1
< K"d(z1,70) + ...+ K™ d(xy, m0) < (Z K’) d(z1,x0) < €.

Por lo tanto {z,},en es Cauchy y se concluye lo pedido. O

A continuacién enunciamos el famoso Teorema del Punto Fijo de Banach.

TEOREMA 2.4.26

(Teorema del punto fijo de Banach) Sea (X, d) un espacio métrico completo
y sea f: X — X una contracciéon. Entonces existe inico z € X tal que

f(x)=z.
DEMOSTRACION: (Existencia) Sea zy € X y consideremos la sucesion de iteraciones
Tpi1 = f(z,), neN.
Por el Lema 2.4.25 dicha sucesion es de Cauchy, por lo tanto existe z € X tal que
lim z, = lim x,.; = Z.
n—oo n—oo

Como f es continua, se deduce que
f(z)=lm f(z,) = lim 2,4, = Z.
n—oo

n—oo

Lo anterior muestra que Z es un punto fijo de f.

(Unicidad) Sean z,y € X, tal que f(z) =z y f(y) = y. Luego

d(z,y) = d(f(7), f(7)) < Kd(z,9)

con K < 1. Se tiene entonces que d(Z,y) = 0. Concluimos que = = . U

Observacion 2.4.27 (Pertinencia de la hipotesis de contraccion) Una con-
traccion f : X — X satisface en particular

d(f(x1), f(z2)) < d(x1,22), paratodo xy,zs € X . (2.40)
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Es facil ver que la relacion anterior asegura la unicidad del punto fijo (si este altimo
existe), pero no garantiza su existencia. En efecto, la funcion f : R — R definida
por
B 1
fle) =z + 14 e”
satisface (2.40) pero no tiene puntos fijos (y obviamente no puede ser una contrac-
cion).

El teorema de punto fijo de Banach tiene aplicaciones en la teoria de Ecuaciones Diferen-
ciales Ordinarias. Una aplicacién importante de este teorema se conoce como el Teorema
de Existencia y Unicidad, que veamos a continuacion.

TEOREMA 2.4.28

(Teorema de Picard) Sea F : R x R? — R? continua. Supongamos que existe
L > 0 tal que para todo ¢t € R y para todo z,y € R? se tiene que

[1E @, x) = F(ty)ll < Lile =yl

es decir, I’ es uniformemente L-Lipschitz continua con respecto a su segunda va-
riable. Sea (z9,%9) € R x R? (condicién inicial).
Entonces existe 0 > 0, para el cual el sistema:

{ i(t) = F(t,x(t)) (2.41)

I(to) = Xo,

tiene una tnica solucion ¢ — x(t) de clase C! en el intervalo (ty — d,to + 9).

DEMOSTRACION: Sea § < L~'. Consideramos el espacio normado X = C([tg — 4, to +
5], R?) de las curvas continuas del intervalo [ty — 6,ty + 6] € R a R? con norma

[zl = sup Jlz(®)].
tE[to—5,to+5]

Definimos la siguiente aplicacion:

o: X — X
T @(x)(s)zxo+/ F(t,z(t))dt.

to
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Mostramos que ® es una contraccion. Sean x,y € X y s € [ty — 9, to + J]. Luego

[B()(s) = @(y)(s)l] =

/S P(t,x(t)) dt — / F(t,y(t)) dt'

to to

< [ 1E(E, 2(t) — F(t,y(1))] dt < / Ljx(t) = y(8)]| dt

to to

< L||x—y||oo/ dt < (L-8) [z — ylle.

to

Al poner K := L-¢ < 1y al tomar supremo sobre todo s € [ty — d, ty + 0] obtenemos

[@(2) = 2(¥)lle < K- [z = yllo,

es decir, ® es una contraccion sobre X. Por el Teorema 2.4.26, existe un tnico elemento
T € X (curva continua) tal que ®(z) = z. Entonces para todo t € (tg — d,tp + J) se
tiene que
t
O(z)(t) = a:0+/ F(s,z(s))ds = Z(t). (2.42)
to
La relacion anterior nos dice que la curva ¢ +— x(t) es de hecho diferenciable con

derivada
X = F(t,z(t)).

Tomando ¢ = t( se deduce también que Z(ty) = . Por ultimo, notamos que cada curva
xr € X que satisface (2.41) debe satisfacer también (2.42), por lo tanto, siendo punto
fijo de @, es tnica. O

2.4.5. Principio Variacional de Ekeland

En esta seccién mostraremos el ultimo teorema fundamental de la teoria de espacios
métricos completos, conocido como Principio Variacional de Ekeland. Dicho teorema fue
enunciado y demostrado por Ivar Ekeland en el ano 1974. Antes de proceder al enunciado
del teorema, necesitamos la siguiente definicion.

DEFINICION 2.4.29

(Semi-continuidad inferior) Sea (X,d) un espacio métrico. Una funcion f :
X — R se dice semi-continua inferiormente (en abreviacion s.c.i.) en T € X si

Ve>0,36>0: f(B(z,0)) C (f(z)—e,+0) (2.43)
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o de forma equivalente,

Wzt CX 00 (z) —T = liminf f(z,) > f(2). (2.44)

n—oo

La funcién f se dice semi-continua inferiormente si es s.c.i. en cada x € X.

Observacion 2.4.30 La definicién anterior, basada en la relacion del orden, tiene
sentido solo para funciones con valores en R. Se puede definir de forma andlo-
ga la nocion de semi-continuidad superior (en abreviacion, scs) cambiando en la
relacion (2.43) el intervalo (f(z) — €, +00) por el intervalo (—oo, f(Z) + €), o de
forma equivalente, el limite inferior liminf, . f(x,) > f(Z) por el limite superior
limsup,,_,.. f(x,) < f(Z). Es obvio que f es s.c.i. en Z si y solo si —f es s.c.s. en Z,
luego, f es continua en T si y solo si f es a la vez s.c.i. y s.c.s. en Z.

La siguiente caracterizacion se demuestra de forma similar al caso continuo (comparar
con la Proposicion 2.3.5).

7

Proposicion 2.4.31 (Caracterizaciéon de la semi-continuidad inferior) Sea
(X, d) un espacio métrico y f: X — R. Los siguientes son equivalentes:

(i) f es semi-continua inferiormente ;

(ii) f~'((a, +00)) es abierto en X para todo a € R;

(iii) f~((—o0, B]) es cerrado en X para todo 3 € R.

J

Procedemos ahora en enunciar el teorema principal de esta secciéon, conocido como el
Principio Variacional de Ekeland.

TEOREMA 2.4.32

(Principio Variacional de Ekeland) Sea (X, d) un espacio métrico completo y
f + X + R una funcién semi-continua inferiormente. Sea ¢ > 0, A > 0y xp € X tal

que
f(zo) < 12)f(f + el (2.45)

Entonces existe = € B(zy,¢) tal que para todo x € X, con x # T

f(z) < flx) + Ad(z, ). (2.46)




107

DEMOSTRACION: Es implicito del enunciado que

S0 := inf f > —o0.
zeX

Para todo x € X definimos el siguiente conjunto

Kx)={ye X: f(y) + Xd(y,z) < f(z)}. (2.47)

Notamos que para todo x € X se tiene que x € K (x), por lo tanto K (z) # @. Utilizando
la semi-continuidad inferior de f y la continuidad de la funcion y — d(y, x) mostramos
facilmente que K(x) es cerrado. Por tltimo, mediante la desigualdad triangular se
comprueba directamente que

ye K(zr) = K(y) C K(z). (2.48)
Sea s1 = 1I£1(f )f(x) > 50, luego elegimos x; € K(zo) tal que f(z1) < s1 + €.
e (xo
Entonces se deduce de (2.48) que K(x1) C K(xo) por lo tanto
s9:= 1Inf f(x)>s
2 xGK(:L’l)f( )_ !

y elegimos z, € K (1) tal que f(z2) < so + £. Continuando de esta forma definimos
inductivamente una sucesion {x,, },ey en X dando lugar a una sucesion de subconjuntos
de X cerrados encajonados

K(z9) D K(z1) D - 2 K(x,) D ...

y una sucesion de ntimeros reales s; < 5o < -+ <5, < ... de forma que
A
Tni1 € K(y), Yy f(Tng1) < Spp+ Nl

Mostramos que la familia {K(x,)},en satisface las hipotesis del Teorema 2.4.6. En
efecto, sea y € K(x,) (arbitrario). Entonces s,, < s,11 < f(y) luego por (2.47)

F9) + Ay, 2) < o) < 5o+

de donde se deduce que para todo y € K(z,) se tiene d(y,r,) < £, luego

diam (K (x,)) < % <n_>—o>o O).

Como X es un espacio métrico completo, aplicando el Teorema 2.4.6 (Teorema de
Cantor) concluimos que

() E(za) = {z}.

neN
En particular, z € K(z), de donde se deduce que d(z, xy) < €. Luego para todon € N
se tiene que = € K(x,) y debido a (2.48) se tiene que K(z) C K(x,), por lo tanto
diam(K (z)) = {0}. De esta ultima relacion se deduce que K(z) = {z} o de forma
equivalente, si z € X y x # T, entonces x ¢ K(Z). Eso significa exactamente que
(2.46) es cierta. O
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A continuacién mostraremos que la validez del Principio Variacional, incluso en una forma
menos general, implica que el espacio es completo. Utilizaremos el siguiente lema:

Lema 2.4.33 Sea (z,)nen una sucesion de Cauchy en un espacio métrico (X, d). Entonces:
(i) Para todo x € X la sucesion t,, := d(z,,x), n € N, es Cauchy (convergente) en R.
(ii) La funcién ¢ : X — R definida por

e(x) = lim d(z,,x) (2.49)

n—oo
es Lipschitz continua.
DEMOSTRACION: (i). Sea ¢ > 0. Entonces existe nyg € N tal que para todo n,m > ng
se tiene que d(z,, z,) < €. Sea x € X arbitrario. Por la desigualdad triangular se tiene

que
d(zn, ) < d(zp, 2m) + d(2m, x),

por lo tanto, intercambiando z, y z,,, se obtiene eventualmente que
[ty — tm] < d(zn, 2m) < &,
es decir, {t, }nen es Cauchy.
(ii). La funcion ¢ esta bien definida (ya que las sucesiones de Cauchy en R son con-
vergentes). Sea z,y € X. Utilizando nuevamente la desigualdad triangular se tiene que

d(zn,x) < d(2n,y) + d(y, z). Tomando el limite cuando n — oo (y observando que z, y
se pueden intercambiar) se obtiene que ¢ es Lipschitz continua con constante L = 1.0J

Proposicion 2.4.34 (Principio de Ekeland implica completitud) Sea

(X, d) un espacio métrico. Supongamos que el espacio satisface la conclusién del
principio variacional para cada funcién f : X — R semicontinua inferiormente'y
acotada inferiormente. Entonces (X, d) es completo.

DEMOSTRACION: Sea (2,)neny una sucesion de Cauchy en X. Definimos la siguiente
funcion Lipschitz (véase (2.49)).

f: X—=Ry
f(x)=2¢(x) =2 h;m d(zn, ).

'Es suficiente considerar solo funciones Lipschitz continuas.
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Hay que mostrar que existe = € X tal que f(z) = 0. (En efecto, en este caso Z sera el
limite de la sucesion {z, }nen.)

Aplicando el Principio Variacional, deducimos que existe ¥ € X tal que
1@ < f@) + d,7). (2.50)
Vamos a mostrar que f(Z) = ¢(Z) = 0. Supongamos hacia contradiccion que
a=¢(z) > 0.

Como la sucesion {z, }nen es de Cauchy, existe ng € N tal que para todo n,m > ng se
tiene que d(zy,, z,) < «a/16. Tomando el limite m — oo se deduce que ¢(z,) < «/16,
para todo n > ng. Luego, substituyendo z por z, en (2.50) obtenemos para todo n > ng
que

2 7
2 < % td(zn,3) = d(zn,T) —a> g‘ > 0. (2.51)
Dado que
A7) — f = [d(z0,7) — H(3)] — 0
obtenemos una contradiccion con (2.51). O

2.5. Distancias equivalentes y uniformemente
equivalentes

La continuidad de una funciéon f entre dos espacios métricos (X, d) e (Y, p) es una nocion
topologica, en el sentido que depende solo de los abiertos de los espacios X e Y (véase
Proposicion 2.3.5). Por otra parte, la continuidad Lipschitz (y por lo tanto la contraccion)
es claramente una nocién métrica. A continuaciéon introducimos un nuevo concepto de
continuidad que se encuentra entre la continuidad (nociéon topologica) y la continuidad
Lipschitz (nocién métrica), siendo una nocién métrica como esta tltima.

DEFINICION 2.5.1

(Continuidad uniforme) Sean (X,d), (Y, p) dos espacios métricos. Una funcion
f: X =Y se dice uniformemente continua, si

(Ve > 0)(30 > 0)(Vay, 22 € X) d(x1,22) <0 = p(f(x1), f(xe)) <e. (2.52)
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Observacion 2.5.2 (Comparacion entre conceptos de continuidad) (i) Ca-
da funcién Lipschitz continua es uniformemente continua. En efecto, si f es L-
Lipschitz (véase Definicion 2.3.7) y € > 0, es suficiente tomar ¢ := &/L para ver que
(2.52) es cierta. Por otra parte, la funcién f : R — R definida como f(z) = +/|z|
es uniformemente continua, pero no es Lipschitz continua (fijense en el comporta-
miento de f al alrededor de x = 0).

(ii). Cada funciéon uniformemente continua es continua: en efecto, en (2.52) la elec-
cion de 6 > 0 solo depende de £ > 0, mientras que en (2.34) también depende
del punto de referencia. En términos de sucesiones, una funcién continua envia
sucesiones convergentes a sucesiones convergentes, mientras que una funcién uni-
formemente continua, ademés de hacer eso, también envia sucesiones de Cauchy a
sucesiones de Cauchy. Esta diferencia solo se puede apreciar en el caso de espacios
métricos no completos (es decir, en espacios donde las sucesiones de Cauchy no son
las mismas que las sucesiones convergentes). Sin embargo, la siguiente proposicion
nos proporcionaré otra diferencia entre continuidad y continuidad uniforme, que
esta vez es apreciable en cada espacio métrico, ya que es una caracterizacion de la
continuidad uniforme.

Proposicion 2.5.3 (Caracterizacion de la continuidad uniforme) Sea f
X — Y una funcién entre los espacios métricos (X, d) e (Y, p).

Los siguientes son equivalentes:
(i) f es uniformemente continua;

(ii)) Y(xp)n, (Yn)n € X tal que d(x,,,y,) — 0 se tiene que p(f(x,), f(y,)) — 0.

n—o0 n—oo

J

DEMOSTRACION: Supongamos primero que f es uniformemente continua y tomamos
dos sucesiones (Zy)n, (Yn)n en X tales que d(x,,y,) —> 0. Queremos establecer que
n—oo

p(f(xn), f(y,)) — 0. Para eso, fijamos ¢ > 0 y tomamos § > 0 dado por (2.52). Por la
n—oo

convergencia de la sucesion real t,, := d(z,,y,) a 0 € R, existe ng € N tal que para todo
n > ny se tiene que d(x,,y,) < d. Eso en particular garantiza que p(f(x,), f(y,)) < €.

Supongamos ahora que f no es uniformemente continua. En este caso, existe gy > 0 tal
que para todo n € N existen z,,, y, en X tales que d(x,,y,) < 1/ny p(f(xn), f(y,)) >
£o. Se forman asi dos sucesiones (), € (yn)n que contradicen directamente (ii). [

Utilizando la Proposicién 2.5.3 se puede mostrar que la funcion continua f(z) = z?

x € R no es uniformemente continua. En efecto, considerando las sucesiones x, = n
Y Yn = n + 1/n para todo n € N, se tiene que |z, — y,| = 1/n — 0 mientras que
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|f(zn) — fyn)] > 2.

2.5.1. Identificacién topolégica vs identificacion métrica

En la Seccion 1.6 hemos considerado dos conjuntos X e Y como equivalentes, si existe
una biyeccion entre ellos. (Recordamos que las clases de equivalencia definen entonces la
cardinalidad del conjunto.) En este capitulo, estamos considerando conjuntos que tienen
més estructura, es decir, que son espacios métricos. Nuestros conjuntos estan ahora equi-
pados con una distancia, mediante la cual se define una topologia (conjuntos abiertos y
cerrados), luego sucesiones convergentes, sucesiones de Cauchy, y conjuntos acotados. De-
pendiendo del nivel de identificacién que necesitamos buscar, introducimos las siguientes
definiciones (de orden decreciente de generalidad)

DEFINICION 2.5.4

(Homeomorfismos e isometrias) Sean (X,d) e (Y, p) dos espacios métricos.
Una funcion f: X — Y se dice

— un homeomorfismo entre X e Y si es biyectiva y tanto f como su inversa f~*
son continuas. (En este caso los espacios métricos se dicen homeomorfos.)

— un homeomorfismo uniforme entre X e Y si es biyectiva y f, f~! son unifor-
memente continuas.

— un homeomorfismo bi-Lipschitz entre X e Y si es biyectiva y existen k, M > 0
tales que para todo xq, x5 € X se tiene que

kd(wy, x2) < p(f(21), f(22)) < M d(1, 22).

— una isometria entre X e Y, si es biyectiva y para todo z1,z9 € X se tiene
que

d(wy,x2) = p(f(21), f(72)).

Notemos que una funcién biyectiva f : X — Y es un homeomorfismo si para cada sucesion
{z,} C X se tiene que:

n—o0

por lo que un homeomorfismo identifica topologicamente los dos espacios: los espacios
tendran las mismas sucesiones convergentes (en el sentido de identificacion mediante bi-
yeccion), y por esto, los mismos conjuntos cerrados (y por lo tanto la misma topologia).

Por otra parte, los homeomorfismos no respectan las sucesiones de Cauchy (lo que si
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que haria un homeomorfismo uniforme), por lo tanto un espacio completo puede ser ho-
meomorfo a un espacio no completo (véase Ejemplo 2.5.5). Luego, un homeomoerfismo
bi-Lipschitz es un homeomorfismo uniforme que ademés respecta los conjuntos acotados.

Por dltimo, una isometria identifica completamente la estructura de los espacios métricos
(X,d) e (Y, p).

Ejemplo 2.5.5 (Homeomorfismo vs completitud) Sea S la esfera unitaria de R?
centrada en el punto (0, 1), es decir,

S={(z,y) eR*: 2+ (y—1)* =1},

y consideramos el espacio métrico Y = S\ {(0,2)} con la métrica d inducida por (cual-
quier norma de) R?. Dicho espacio no es completo (ya que Y no es cerrado en R?, véase
Proposicion 2.4.3). Sin embargo, (Y, d) es homeomorfo a (R, |- |) (que es completo). En
efecto, definimos la funcion f : R — S\ {(0,2)} tal que para todo ¢t € R, entrega la inter-
seccion entre S\ {(0,2)} y la recta que pasa por (¢,0) y (0,2) (Figura 2.2). La formula

f(2)

Figura 2.2: Definicién de la funcién f.

explicita que define la funcion es

4t 8
1) = (m’ 2_4+t2)'

Es facil convencerlos (mirando el dibujo) que f es biyectiva y tanto f como f~! son
funciones continuas. Por otra parte, f~! no respecta las sucesiones de Cauchy: En efecto,
la sucesion z,, = n, n € N de R es la imagen por f~! de la sucesion y, = f(z,) que
es de Cauchy en Y (ya que es convergente en S = adh(Y')). En particular, f no es un
homeomorfismo uniforme. O




113

2.5.2. Distancias equivalentes

Sea X # @ y consideramos el conjunto
D={d: XxX—R| d distancia}

de todas las distancias en X . Equipamos este conjunto con una relacién de preorden como
sigue: Sean d;, d> dos distancias en X, definiendo las topologias 37 e &9 respectivamente.
Entonces:

dy = ds ﬁ %1 - %2. (253)

Es inmediato comprobar que (2.53) define efectivamente una relacién de preorden en D.
Una descripcion alternativa de esta relacion de preodren, basada en la Proposicion 2.3.5,
es la siguiente:

di = dy e id : (X, dz) — (X, dl) continua (254)
Proposicion 2.5.6 (Orden en distancias) Sean d; y dy dos distancias en X.
Los siguientes son equivalentes:

(i) di < ds (es decir, 31 C 3y).
(ii) Las bolas abiertas de la métrica d, son abiertos (también) para la métrica ds.

(iii) Para todoe >0y x € X existe 6 > 0 tal que

Bd2($,5) - Bdl(x76>‘

7

DEMOSTRACION: (i) == (ii) es obvio, mientras que (ii) = (iii) es una consecuencia
de la definicion de un conjunto abierto (véase Definicion 2.2.4). Vamos a mostrar que
(iii) = (i). En efecto, seald € 1y € U. Entonces existe € > 0 tal que By, (z,e) CU.
Utilizando (iii) se deduce que existe § > 0 tal que By, (x,d) C U, por lo tanto U € Fo.[

Como consecuencia del (iii) de la proposicion anterior deducimos lo siguiente:
M >0, Ve,y € X @ di(z,y) < Mdy(z,y) = dy 2dy (2.55)

La anterior implicancia es una equivalencia en el caso particular que X es un espacio
vectorial y que las distancias dy, d, provienen de normas.

Proposicion 2.5.7 (Orden en normas) Sean N;, Ny dos normas en un espa-
cio vectorial X y sean dy, dy las distancias asociadas (véase (2.1)). Entonces los
siguientes son equivalentes.



114 2.5 Distancias equivalentes y uniformemente equivalentes

(i) di < dy (es decir, cada abierto de Ny es abierto de N).

(ii) Existe M > 0 tal que para todo x € X:

Ni(z) < M Ny(z).

. J

DEMOSTRACION: (i) == (ii). Denotemos por B;(z,r) la bola de centro x y de radio
r > 0 de la norma N;, y por J; la topologia en X definida por la distancia d;, i € {1, 2}.
Entonces por la hipotesis, B1(0,1) € Sy, es decir, existe 6 > 0 tal que By(0,0) C
B1(0,1), o de forma equivalente, para todo x € X:

Mostramos que (ii) se cumple con M = §~1. Supongamos por contradiccién que existe
T # 0 tal que Ni(z) > § ' Ny(z). Entonces definimos

Como Ny(u,) = d, < 9, se deduce Ny(u,) < 1, es decir, No(Z) > 0, Ni(Z). Tomando
el limite n — oo, se obtiene No(Z) > & N1(Z), lo que contradice nuestra hipotesis.

(ii) = (i). Sea x € X y € > 0. Tomando § < /M deducimos para todo y € X que

(yEBz(:c,é) — ) No(z—y) <d = Ni(z—y)<e < = yEBl(x,5)>.

Lo anterior muestra que (iii) de la Proposicion 2.5.6 se cumple, por lo tanto d; < dy.[]

En la linea de la Observacion 1.2.5 decimos que dos distancias son equivalentes si se
cumple lo siguiente (véase también (1.1)):

dy 2 dy :
dy ~dy <= < id:(X,dy)— (X,d2) homeomorfismo (2.57)
def dy 2 dy

En la misma linea de razonamiento, llamaremos dos distancias dy y do uniformemente
equivalentes (respectivamente, Lipschitz equivalentes), y anotaremos d; ~ynir do (respec-
tivamente, d; ~pp do), si id : (X, d;) — (X, dz) es un homeomorfismo uniforme (respecti-
vamente, bi-Lipschitz).

Combinando los resultados anteriores se obtiene el siguiente resultado.
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Proposicion 2.5.8 (Equivalencia de distancias) Sean d;, dy dos distancias en
X. Consideramos las siguientes aserciones:

(i) (di ~vip da). Existen constantes k, M > 0 tales que para todo z,y € X se
tiene que

k?dg(flf,y) S dl(xvy) S Mdg(!lf,y),

es decir: id : (X,dy) — (X,d2) es un homeomorfismo bi-Lipschitz.

(ii) (dy ~uit d2). Las distancias dy, dy son uniformemente equivalentes, es decir:
id : (X,dy) — (X,d2) es un homeomorfismo uniforme.
(iii) (dy ~ dy). Las distancias dy, dy son equivalentes (31 = Sq), es decir:
id: (X,dy) — (X,d2) es un homeomorfismo.

Entonces se tiene que (i) = (ii) = (iii).

Si X es un espacio vectorial y las distancias provienen de normas, entonces las tres
aserciones son equivalentes.

Observacion 2.5.9 (Equivalencia de normas) Un homeomorfismo bi-Lipschitz
entre espacios normados que es lineal, se dice un isomorfismo lineal. La segunda
parte de la Proposicion 2.5.8 se puede reformular de la siguiente manera: sean Ny,
N5 dos normas en un espacio vectorial X. Consideramos la funciéon identidad id :
(X,Ny) = (X,N3). Entonces: id es un homeomorfismo lineal si y sélo si es un
isomorfismo lineal.

Es importante destacar que dos métricas equivalentes di,d, en X tienen las mismas su-
cesiones convergentes, pero no necesariamente las mismas sucesiones de Cauchy. En par-
ticular es posible que X sea completo con una distancia d;, pero no con otra distancia ds
equivalente a la distancia d;. En este caso, tenemos por la (2.57) que la funcion identidad
id : (X,d;) = (X, dz) es un homeomorfismo, sin ser un homeomorfismo uniforme.

Ejemplo 2.5.10 Revisitamos el Ejemplo 2.5.5. En aquel ejemplo hemos establecido un
homeomorfismo f: R — &\ {(0,2)} entre el espacio completo R y el espacio S\ {(0,2)}
(que claramente no es completo). Dado que f es una biyeccion, podemos transferir la
métrica d del espacio S al espacio R como sigue:

-~

{ d:RxR— R,
d(t, s) := d(f(t), f(s)), Vit s€R.
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Utilizando el hecho que f es un homeomorfismo entre (R, |-|) y (S\{(0,2)}, d), mostramos
facilmente que d es una distancia equivalente a la distancia habitual de R, con la cual (R, c/l\)
ya no es completo: en efecto, al cambiar la distancia de R por la distancia d transferida por
S, la funcién f se transforma automaticamente en una isometria, y un espacio completo
no puede ser isométrico a un espacio no completo. [l

La condicion (ii) de la Proposicion 2.5.8 garantiza que las distancias tienen las mismas
sucesiones de Cauchy y las mismas sucesiones convergentes, mientras que la condicion (iii)
solo respecta las sucesiones convergentes. Con el ejemplo anterior hemos mostrado que en
general (iii) no implica (ii).

Notamos por ultimo que también dos distancias uniformemente equivalentes (es decir, que
respectan a la vez las sucesiones convergentes y las sucesiones de Cauchy, y por lo tanto la
completitud de X') no respectan necesariamente los conjuntos acotados. En otras palabras,
un homeomorfismo uniforme no tiene porque ser bi-Lipschitz. Esto sera una consecuencia
del siguiente Corolario 2.5.12 (considerando una distancia inicial d no acotada). Citamos
primero el siguiente resultado.

Proposicion 2.5.11 (Construir distancias equivalentes) Sea (X, d) un espa-
cio métrico y ¢ : Ry — R, una funcién concava, creciente con o(t) =0 <t = 0.
Entonces ¢ o d es una distancia en X uniformemente equivalente a la distancia d.

DEMOSTRACION: Notemos que ¢ es localmente invertible y bi-continua en 0. Sean
x1,%2,x3 € X y pongamos « = d(xy,23), 8 = d(xa,x3) y v := d(x1,23). Como d
es una distancia, se tiene que a + > v, y dado que ¢ es creciente, se deduce que
o(a+ B) > ¢(7). Por lo tanto, para mostrar que ¢ o d es una distancia, es suficiente
mostrar que p(a) + ¢(8) > ¢(a + 5). Definimos:

o B
o+ T axB

(de forma que 0 < A\, u <1, A+pu=1).

Utilizando la concavidad de ¢ y el hecho que ¢(0) = 0 se deduce:

p(a) = oMo+ B) + p-0) > Xp(a+ ) + pe(0) = X p(a+ B),
©(B) = (X - 0+ pla+B) > Xp(0) + pp(a+ B) = p-pla+ f).

Sumando las dos desigualdades obtenemos el resultado deseado, asi que pod define una
distancia en X. La continuidad de ¢ y de ¢! en 0 garantiza que una sucesion (z, )y,
de X es d-convergente (respectivamente, d-Cauchy), si y solo si es (p o d)—convergente
(respectivamente, (p o d)—Cauchy). O
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Corolario 2.5.12 (Distancias uniformemente equivalentes acotadas) Sea (X, d) un
espacio métrico. Entonces las funciones

hlog) = min L )}, o) = s

son distancias acotadas y uniformemente equivalentes a la distancia d (es decir, respectan
a la vez la topologia y las sucesiones de Cauchy). En particular, para todo i € {1,2} se
tiene que

(X,d) es completo = (X,d;) es completo.

DEMOSTRACION: Es inmediato ver que d; es una distancia y que tiene las mismas
sucesiones convergentes y de Cauchy con d (por lo tanto, es uniformemente equivalente
a d). El hecho que dy es una distancia uniformemente equivalente a la distancia d es
consecuencia de la Proposicion 2.5.11. [l

2.5.3. Espacio producto de espacios métricos

En esta seccion consideramos una familia numerable de espacios métricos (X, 7;)ien v €l

o0
espacio producto X := [] X; (definido en la Secciéon 1.5). Nuestro objetivo es definir una
i=1

métrica (y por lo tanto, una topologia) en X de forma natural, que llamaremos métrica
producto.

El primer paso es considerar para cada ¢ € N una distancia o; acotada y uniformemen-
te equivalente a la distancia inicial 7;, luego poner un peso decreciente en cada ¢ € N
para asegurar que se obtiene una serie convergente. Veamos los detalles en la siguiente
definicion.

DEFINICION 2.5.13

(Espacio producto) Sean (X, 7;)5°, espacios métricos. Definimos en el espacio

producto
i=1

la siguiente distancia:

5(z,7) = Z w donde o; = min{1,7} (i € N). (2.58)

El espacio métrico (X, o) se llama espacio producto de espacios métricos.
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La siguiente proposicion, caracteriza la convergencia en el espacio producto.

e,

Proposicion 2.5.14 (Convergencia en el espacio producto) Sea ()/5,8)
espacio producto de los espacios (X;,0;)52,, definido por (2.58). Sea X, =

((1)n, .., (i), ...) una sucesion (X, )n,en de X. Entonces
X, — X = Vie N: (i), — z(i).
n—oo n—o0

DEMOSTRACION: (=) Fijemos ¢ € N. Entonces se deduce directamente de (2.58) que
0i(2(D)n, (1)) < 2" 5(x,, 7).

Tomando el limite n — oo, se tiene que 2° - 5(x,,z) — 0, demostrando lo pedido.

(<) Sea € > 0. Entonces existe iy € N tal que
> 5 <
£ i "2
i>100

Por otra parte, para cada i € {1,...,ip}, y por

0
€ 1
g1 = ﬁ’ donde K = Z 2—
Como para cada i < iy se tiene que o;(x(i),,z(i)) — 0, se deduce que existe n; € N,
tal que para cada n > n;, 0;(x(i),, (7)) < 1. Sea Ny = méax{ny,...,n;,}. Se deduce
que para cada n > Ny,

GNP

2i = 2

=1

Finalmente, para todo n > Ny se tiene que

5 (X, X) = f:az ), (7)) :iaz( "‘ZOZ )n, (7)) _

i=1 i=1 =19

DN ™
DO ™

de donde se concluye que &, — X.
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Observacion 2.5.15 (i). (Continuidad de proyecciones) La proposicion ante-
rior nos dice en particular que las proyecciones

{ IV X X;
mi(X) = (i), X = (x(i))ien € X,

son continuas, para todo i € N.

(ii). (Producto vs Completitud) Adaptando adecuadamente la demostracion de
la Proposicion 2.5.14, obtenemos el siguiente resultado (recordamos que las distan-
cias 7; y 0; son uniformemente equivalentes en X;):

{X,}, 0-Cauchy en X <= VieN: {z(i)n}, o~Cauchy en X;.
En particular,
(X,5) es completo <= Vi e N: (X;,0;) es completo.

(iii) (Descripciéon de las bolas en el producto) Consideramos la bola abierta
de centro x = (x1, 29, ...) y de radio € > 0. Entonces existe ig € N tal que

>~ 1 1 1

¥ o S S
j=to+1

Se deduce facilmente que

ﬁ{wu)}x II X, < B.e).

Jj=to+1

2.5.4. Extensiones continuas

En esta seccion trataremos el tema de extension continua de una funcion f: A — Y que
es continua en un subconjunto A de un espacio métrico X. Finalizaremos la seccién con
el Teorema de Mazurkiewicz, el cual nos entrega una caracterizacion interesante de los
conjuntos G5 de un espacio métrico completo.

Lema 2.5.16 (Conjuntos densos vs continuidad) Sean (X,d), (Y, p) espacios métri-
cos, D C X denso, y f: X — Y. Los siguientes son equivalentes:

(i) la funcién f : X — Y es continua.

(i) para todo x € X la funcién f |pugy es continua.
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DEMOSTRACION: La implicacion (i)=-(ii) es obvia.

(il)=(i). Sea (z,)neny € X una sucesion convergente hacia un punto x € X. Dado que
el conjunto D es denso en X, para cada n € N podemos acercarnos al elemento x,, de
dicha sucesion, por una sucesion {u(n),, bmen. Es decir,

(Vn € N) (FHu(n)mtmen) €D = w(n)y — x,.

m— 00

Como f | pufa,} es continua, se tiene que p(f(u(n)m), f(z,)) — 0, para todo n € N,
m—ro0

Para e; = 1, existe m; € N, tal que d(u(1),,,,21) < 1y p(f(uw(1)m,), f(z1)) < 1. Luego,
para o := 1/2, existe my > my, tal que

Ad(u2)my, 22) <1/2y  p(f(w(2)mg, f(22)) <1/2.

Tomando sucesivamente ¢, := 1/n, n € N y utilizando induccién, se construye una
sucesion {u(n)m,, tm,en € D tal que

) <~y p(f () T () < T

n

Considerando la sucesion diagonal y, = u(k),, se tiene entonces que

e

vy p(flue), faw)) <

| =

d(yk7 xk) <

Por lo tanto
{ye} — @ luego  p(f(yr), f(2x)) — 0.

k—o00

Se obtiene entonces que

p(f(wr), f(2)) < p(f (), [ Qyw)) + pUf (i), ] (),

J N

> e
de donde se concluye que { f(zx)}ren — f(x), es decir, la funcién f es continua. [

Como consecuencia del lema anterior obtenemos el siguiente resultado fundamental.

Corolario 2.5.17 (Extensiéon continua) Sea (X, d) un espacio métrico, y sea (Y, p) un
espacio métrico completo. Sea A C X y f : A — Y continua. Entonces existe un conjunto
G C X, que es Gs tal que A C G5 C A y existe ¢ : G — Y extensién continua de f, es
decir, ¢ |4 = f. Ademds, dicha extension se define de forma tinica.
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DEMOSTRACION: Definimos para cada n € N el conjunto
_ 1
G, ={x € A: existe 0, > 0, diam,(f(B(z,d,) N A)) < —}.
n

Definimos
U, = U B(z,0,), de forma que G, =ANU,, n€N.
x€A

El conjunto

es un conjunto G5 (ya que el conjunto A, siendo cerrado, es Gs y que la interseccion de
dos conjuntos G es Gs). Por continuidad de f tenemos que diam, f(B(z,d)NA) < 1/n.
Concluimos entonces que A C G C A.

Seae > 0,sea k € Ntal que 1/k < e. Consideremos dos sucesiones (2, )nen, (Yn)neny € A
o0

convergentes a x € G. Como z € G = () G,, existe d, > 0, tal que
n=1

diam,(f(B(x,5,) N A)) < % <,

de donde concluimos que

1
E|nO € N,Vn 2 o, TnyYn € B(xaéx) N A = p(f(mn)7f<yn)) < E <E.

En particular para todo £ > 0, existe ng € N tal que para cada n, m > ng, se tiene que

p(f(xn), flyn) <& p(f(un), flum)) < vy p(f(zn), f(2m)) <e. (2.59)

Se deduce que las sucesiones f(z,)n v f(Yn)n son de Cauchy, y como Y es completo, se
tiene que f(x,) = y1, f(yn) = Y2 con y1,ys € Y. Por (2.59) se concluye que y; = ys.
Eso muestra que para cada x € G la funciéon f : G — Y restringida a A U {z} es
continua. Concluimos por el Lema 2.5.16 que f : G — Y es una extension continua (y
necesariamente unica) de la funcion f: A — Y. O

Observacién 2.5.18 (Extensién continua en A.) Utilizamos la notacién del
Corolario 2.5.17 y supongamos que f : A — Y es uniformemente continua. En
este caso, para cada n € N, se tiene que G,, = A, es decir G = A. Tomando
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e = 1/2n deducimos

1
30 >0, Vay, 20 € Ad(z1,22) <8 = p(f(21), f(x2)) < o

n

Siz € A, tomando d, := §/2 obtenemos diam, (f(B(z,d,)NA)) < 1/n, por lo tanto
f es continua en A. O

Notemos por ultimo que si f no es uniformemente continua, entonces GG puede ser sub-
conjunto estricto de A.

Ejemplo 2.5.19 (Inexistencia de extension continua) Sea A = (0,1], X =Y =R
y considérense la funcion

f(t) =sin(1/t), te A.

Entonces G = A C A, es decir f no admite ninguna extension continua en A.

2.5.5. EIl Teorema de Mazurkiewicz

El siguiente resultado nos ayudard a demostrar un importante resultado més adelante,
conocido como el Teorema de Mazurkiewicz.

Proposicion 2.5.20 (Conjuntos abiertos vs completitud) Sea (X,d) un es-
pacio métrico completo y sead C X un conjunto abierto. Entonces el conjunto U

admite una distancia
p:UXU— Ry,

equivalente a la restriccion de la distancia d sobre U y tal que el espacio (U, p) es
completo.

DEMOSTRACION: Sea f :U — R definida como

1
fle) = d(z, X \U)

y sea

p(z,y) =d(z,y) +|f(x) — f(y)].

Es facil comprobar que p es una distancia en U. Veremos a continuacion que (U, p) es
completo y d ~ p sobre U.

{p:MXU—HR

Paso 1. Veamos que d ~ p.
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Como d(z,y) < p(x,y), se tiene que I3 C I,. Sea x € U, € > 0. Como f es continua,
existe d; > 0 tal que d(x,y) < d;, entonces |f(z) — f(y)| < g/2.
Tomando §; < min{d,e/2}, tenemos que

pla.y) = d(ey) +1f(2) — f) < 5 +5 <=,

es decir, existe 6 > 0 tal que By(z,d) C B,(x,¢), por lo tanto ¥, C 3.

Paso 2. (U, p) es completo.

Sea (x,)nen una sucesion de Cauchy en (U, p). Como para todo x,y € U, se tiene que
d(z,y) < p(z,y), se deduce que (z,),en es de Cauchy en (X,d) (que es un espacio

completo). Por lo tanto, existe z € X tal que x, — Z € X. Veremos ahora que
n—oo

T €U. Como (x,)nen es p-Cauchy, entonces
(Ve > 0)(Ing € N)(Yn,m > ng) |f(zn) — flom)| < p(an, xm) < &,
por lo que

1 1

B ‘<€ . ‘d(xm,X\Z/{)—d(xn,X\L{)

< ed(xpy, X\U).

d(x,, X \U)  d(xpm, X \U) d(x,, X \U)
Tomando limite cuando m — oo, se deduce que
d(zn, X \U) — d(z, X \ U) _
. X )
' o X\ U) <e-dz,X\U)

Se deduce del anterior que d(z, X \ U) > 0, es decir, T € U. Por el Paso 1, d ~ p
en U por lo tanto deducimos que p(z,,z) — 0. Concluimos entonces que (U, p) es
completo. 0

A continuacién enunciaremos el Teorema de Mazurkiewicz.

TEOREMA 2.5.21

(Teorema de Mazurkiewicz) Sea (X, d) espacio métrico completo y sea A C X.
Los siguientes son equivalentes:

(i) Existe una distancia 7 en A, equivalente a la restriccion de la distancia d en
A tal que (A, 7) es completo.

(ii) El conjunto A es un conjunto G5 en X.
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DEMOSTRACION: (i)=-(ii). Por nuestra hipotesis, la funcion identidad id : (A,d) —
(A, 7) es un homeomorfismo. Por el teorema de extensién continua (Corolario 2.5.17)
existe G C X (conjunto Gy), tal que A C G C A, y existe una funcion ¢ : (G,d) —
(A, 7) continua tal que ¢ |4 = id. Mostraremos que G = A.

Sea ¥ € G. Como G C A, existe (1,)nen € A tal que d(z,,2) — 0. Como ¢

n—o0
es continua, entonces ¢(x,) = x, — ¢(z) € A (con la métrica 7). Dado que las
n—oo
distancias 7 y d son equivalentes en A, se tiene que d(z,,p(z)) —> 0. Dado que
n—oo
también d(z,, x) —_ 0, se deduce que x = p(z) por la unicidad del limite, es decir,

x € A. Esto muestra que A = G, por lo tanto, es un conjunto Gj.

(ii)= (i). Como A es Gy, entonces podemos representar A como interseccién numerable
de abiertos, eso es:

A:ﬂui, con U; abierto.

Por la Proposicion 2.5.20, para todo ¢ € N, existe 7; ~ dy, «y, tal que (U;, 7;) completo.
Sea o; = min{1, 7;}. Por la Proposicion 2.5.12, se tiene que o; ~ 7; y ademas (U, 0;)
es completo.

&, 0i(Ti, yi)

Paso 1. Sea G = [[U;, con la métrica &(Z,7) = — Por la Observa-
=1 i=1

~

cion 2.5.15(ii) se deduce que (G, ) es completo.

Paso 2. Definimos la funcion

o: A —
T =

— Mostramos que ¢ es continua: Sea (x,)nen € Ay z € A tal que d(z,,z) — 0.

n—0o0
Como las métricas d, 7; y 0; son equivalentes en U;, se deduce que o;(z,, ) — 0. Por
n—oo

la Proposicion 2.5.14, se tiene que

~

o(op(zp i % 337.” — 0, esdecir, ¢(x,) — o(z)€G.

1 n—o0 n—oo
1=

— Veamos que ¢(A) C G es cerrado: Sea {6(xn) }nen C @(A) tal que ¢(z,) — z € G.
Por la continuidad de las proyecciones, c.f. Observacion 2.5.15(i), se tiene

mi(d(zy)) =2, — 2z, = m(Z), paratodoi € N.

n—o0
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Se deduce que:

T, — 2z; esdecir z =2z €U;, paratodo i€ N,

n—00

es decir, z € (),c;U; = Ay por lo tanto, b(2) € d(A).

Concluimos que la funcién ¢ : A — ¢(A ) @ es una biyeccion continua, luego

gbj $o(A) = 4, Complecin
¢ (o(z)) ==
es continua, ya que ¢(z,) — é(xr) = =z, — x. Por lo tanto ¢! es continua, de
n—oo n—oo

donde se concluye que el espacio métrico (A, d) es homeomorfo al espacio métrico com-
pleto (¢(A), ) (subespacio cerrado del espacio métrico completo (G,7)). Definiendo

T(z,y) :=0(p(x),d(y)), paratodo x,y € A,

se tiene que d ~ 7, luego que (A, 7) es isométrico al espacio (¢(A),7), y por lo tanto,
es completo. 0

2.6. Compleciéon de un espacio métrico

El espacio Q de los nimeros racionales, y el espacio cyo(N) de las sucesiones finalmente
nulas son ejemplos tipicos de espacios métricos que no son completos. Estos espacios,
siendo subespacios naturales de los espacios métricos completos R y respectivamente ¢y (N)
(o £=(N)), se pueden completar en espacios métricos completos tomando su clausura en
dichos espacios ambientes. Una pregunta natural surge: jexiste siempre la Complecion
de un espacio métrico incompleto? En esta secciéon nos dedicamos en contestar a esta
pregunta.

DEFINICION 2.6.1

(Complecion) Sea (X, d) un espacio métrico. Un espacio métrico completo (Y, p)
se dice Complecion de (X,d) si existe ¢ : X < Y inyeccion isométrica tal que
i(X) CY es denso.

Observacion 2.6.2 (Unicidad de la Complecion) Sii; : X < Y, con i;(X) C
Y densoy is : X < Z, con iy(X) C Z denso, entonces la funcion ¢ : i1 (X) — ia(X)
tal que ©(y) := i2(i; *(y)) es una isometria entre i;(X) C Y y iy(X) C Z, y por lo
tanto (c.f. Observacion 2.5.18) se extiende de forma tnica a una funcion entre Y y
7. Es facil ver que esta extension define una isometria entre Y y Z, lo que muestra
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la unicidad de la Complecién bajo isometrias.

Ejemplo 2.6.3 (i). El espacio R de los numeros reales es la Complecion de Q.

(ii). Sea d, la distancia en Q \ {0} definida en el Ejemplo 2.1.15(iv). La Complecion de
(Q,d,), que se denota como Q,, se le conoce como el conjunto de los nimeros p-ddicos.

(iii). Sea C([0, 1]) el espacio vectorial de las funciones continuas en [0, 1], equipado con la
distancia d, que proviene de la norma || - ||, (véase Ejemplo 2.1.8(III)). Dicho espacio no
es completo, y su Complecion se le conoce como el espacio LP([0, 1], B, 1), espacio que se
estudia més a profundidad en la Teoria de la Medida.

A continuacién necesitaremos el siguiente lemma.

Lema 2.6.4 Sea (X,d) un espacio métrico y sean (Tn)nen, (Yn)nen dos sucesiones de
Cauchy en (X, d). Entonces la sucesion (3, := d(x,,y,), n € N, es de Cauchy en R (por lo
tanto converge, dado que R es completo).

DEMOSTRACION: Debido a la desigualdad triangular se tiene que
d(n, Yn) < d(Zns Ym) + d(@m; Ym) + d(Ym, Yn),
por lo tanto (intercambiando n y m) obtenemos
1B = Bl = |d(@n; yn) — d(@m, ym )| < d(@0; Tm) + d(Ym, yn),  YVm,n € N

Como (Zn)nen, (Yn)nen son sucesiones de Cauchy se deduce facilmente que la sucesion
{Bn}nen es de Cauchy. .

Consideramos ahora el espacio
B={(zn)nex € X : (Zp)nen es de Cauchy} C XN (2.60)

Utilizando el Lemma 2.6.4, definimos en B la pseudo-distancia

d((xn)nENa (yn)nEN) = Zlirg d(l’“ yz) S R.

La relacién B
(xn)neN ~ (yn)nGN — d((xn)neNa (yn)neN) = 07

es una relacion de equivalencia. Luego X = (B/ ~), con la distancia

d ([(2n)nen] s [(Yn)nen]) = d((@0)nens (Yn)nen), (2.61)

es un espacio métrico, es decir, para cualquier espacio métrico (X, d), definimos el espacio
(X,d), donde X = B/ ~.
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TEOREMA 2.6.5

-~

El espacio (X, d) definido por (2.60), (2.61) es la Complecién de (X, d).

DEMOSTRACION: Para cada r € X notamos por = a la sucesiéon constante z, := =,
n € N, y definimos la funciéon

{ p: X = X
v o o) =[x, )] = [
Se puede ver que d(p(2), (y)) = d(#,5) = lim d(&;, §;) = lim d(z,y) = d(x,y), por lo
1—00 1—00

~

tanto la funciéon es una inyeccién isométrica de X en X.

— Mostramos que ¢(X) es denso en X.En efecto, sea X € )?, y sea (7,)nen € B tal que
X = [(zn)nen] (clase de equivalencia de la sucesion (x,,),). Entonces para todo n € N
tenemos

z, € X, con  ©(r,) =2p = (Tn, Ty, Tpy...) E X,

luego

dp(wa). X) = (&, (2:))) =l d((F);20) = lm d(z,, x7).

1— 00

Como (x,), es una sucesion de Cauchy, para cada € > 0, existe ny € N tal que para
todo n,i > ng se tiene que d(z,,x;) < &, por lo tanto,

lim c/l\(gp(xn),/'\f') = lim (lim d(xn,@)) <e.

n—00 n—o00 \1—00

~

Dado que £ > 0 es arbitrario, se deduce que lim d(p(z,),X) = 0, por lo que
n—oo

o(X) C X es denso en X.

— Mostramos que (X, d) es completo. Sea (X,,), una sucesion de Cauchy en X, donde
X, = [(z;)"]. Utilizando la densidad de ¢(X) en X, tenemos que

~

1
Vn e N, 3z, € X : d([Z,), &) < —

Mostramos que (z,), es una sucesion de Cauchy. En efecto,

(20, 1) = d([T,), [T)) < d([@a), X)) + d( X X) + (X, [T])

~

< Lidx,x,)+ L <e

Eso muestra que (z,,),, € B. Su clase de equivalencia X = [(x,,)nen] € X es el candidato

para ser el limite de la sucesion de Cauchy X, de X. Veamos que efectivamente esto
es el caso:
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~ -~ ~ ~

d(X,, X) < d(X, [T0]) +d([Z,]), X < 5+ d(@y, (25))
< L Mm d((Z)i, (@0)i) < £+ Um d(a,, z;).

i—00 i—00

IN

Sea ¢ > 0 arbitrario, y ng > 2/e tal que para todo n,i > ng se tiene que d(z,, z;) < /2.
Se deduce que lim;_,, d(z,,x;) < £/2. Concluimos que para todo n > ng se tiene que

~ 1 e
dX, X)< = +-<e
( ) n+2 €

Esto muestra que ()/(\' ,d) es completo y termina la demostracion. O]

2.7. Compacidad en Espacios Métricos

En esta seccion definimos la nocion de compacidad en un espacio métrico y veremos el
teorema fundamental que caracteriza de manera fuerte a los conjuntos compactos de un
espacio métrico. Empezaremos con la siguiente definicion.

DEFINICION 2.7.1

(Recubrimiento abierto) Sea (X,d) un espacio métrico. Notemos por Sx la
topologia de X determinada por la distancia d. Una familia G C Sx de abiertos se
dice un recubrimiento abierto de un conjunto K C X, si

KclJu.
ueg

A partir de la nociéon del recubrimiento, definimos los conjuntos compactos.

DEFINICION 2.7.2

(Conjunto compacto) Sea (X,d) un espacio métrico. Un conjunto K C X se
dice compacto, si cada recubrimiento abierto admite un subrecubrimiento finito.

Es inmediato que unién finita de conjuntos compactos es un conjunto compacto. Veamos

a continuaciéon unos ejemplos que ilustran como funciona la definicién de compacidad en
la préctica.

Ejemplo 2.7.3 (i). El conjunto R no es compacto.

[e.e]
Efectivamente el recubrimiento R = |J (—n,n) no admite subrecubrimientos finitos.

n=1

(ii). El conjunto N no es compacto.
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o0
Efectivamente, es suficiente considerar el recubrimiento N= (J (n —,n+ 1).
n=1

(iii). El conjunto [0,1) no es compacto.
o0

En efecto, consideramos el recubrimiento [0,1) € (J(—2,1 — 1) y vemos que no tiene
n=1

subrecubrimiento finito.

(iv). Consideremos la sucesion x, = 1/n, n € N. Entonces el conjunto
K ={z,:neN}uU{0}

es compacto.

DEMOSTRACION: Sea {U;}ic; un recubrimiento abierto de K. Como 0 € K, existe
ip € Uy, tal que 0 € U;,. Como (z,,)nen — 0, existe ng € N, tal que para cada n > ny,
n—oo

se tiene que x,, € U;,. Ademas, para cada j € {1,...,no}, existe U;; con x; € U;;. Por
lo tanto {Ui,, Ui, ..., U, } es un recubrimiento finito de K. O

Observacion 2.7.4 (Compacidad vs topologia relativa) Sea K C X y Sk la
topologia relativa en K, es decir S = {V =UNK, U € Sx}. Entonces:

K es Sx-compacto <= K es Sg-compacto.

DEMOSTRACION: ( = ). Sea {Vi}ier € Sk : K C |J Vi. Luego para cada i € I,
i€l
existe U; € Sx : V; = U; N K. Es obvio que K C (JU; y como K es Sx-compacto,
i€l

m m
entonces K C J Z/Iij y por lo tanto K C J Vij.
j=1 j=1

( < ). El argumento es analogo y se omite. 0

Observamos que la propiedad anterior es puramente topologica: la demostracion no utiliza
la distancia d y sus propiedades, sino hace uso directo de las propiedades (J7)—(SJ3) de
una topologia (véase Proposicion 2.2.5). Lo mismo ocurre con la siguiente caracterizacion
de la compacidad.

(Caracterizacion dual de la compacidad) Sea (X, d) un espacio métrico. Los
siguientes son equivalentes:

(i). El espacio X es compacto.
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(ii). Cada familia de cerrados F C 2% que tiene la propiedad de interseccion finita
(PIF), tiene interseccién no vacia.

DEMOSTRACION: (i)=-(ii). Sea F C 2% una familia de cerrados con la PIF y suponga-

mos que [ F = &. Entonces
FeF

U X\F =X = 3F,...,F, C F tal que U(X\Fi):X — sz’:@;
FreF i=1 i=1
(abiertos)

lo cual contradice que F tiene la PIF.

(ii)=(i). Sea {U;}ier € Sx tal que X = [JU;. Tomando complemento se deduce
il
que @ = (UF, por lo tanto la familia de cerrados F = {Uf : i € I} no tiene la
il
PIF. Entonces existen iy, ..., € I tales que [ Z/{fj = ¢, y tomando complementos
j=1

sz

U;; = X. Se concluye que X es compacto. 0]

=1

A continuacién veremos algunas propiedades interesantes de los conjuntos compactos.
Varias de estas propiedades —en particular la siguiente— son de caracter topologico, otras
(tienen sentido o) son validas en espacios métricos.

Proposicion 2.7.6 (Subconjunto cerrado de compacto es compacto) Sea
(X, d) un espacio métrico compacto y K C X un conjunto cerrado. Entonces K es
compacto.

DEMOSTRACION: Sea {U;}ic; € Sx un recubrimiento de K, es decir, K C |JU;.
i€l
Definimos V = X \ K € Q, y obtenemos un recubrimiento de X, es decir:

X=KUX\K)=Jwuy)

iel
Como X es compacto, existen iy,...4, € I de forma que X =U;, U...UlU; UV.
m
Entonces K C |J U;;, es decir K es compacto. U

j=1

El siguiente resultado parece depender de la distancia. Como veremos, la demostracion
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utilizara explicitamente la distancia. Sin embargo, la misma demostracion se puede volver
a redactar en términos topologicos, basada en las propiedades (3)—(S373) de los conjuntos
abiertos, méas la llamada propiedad de Hausdorff. (Dejamos como ejercicio al lector de
redactar una demostracion topologica.)

Proposicion 2.7.7 (Compacto = cerrado) Sea (X,d) un espacio métrico y
sea K C X compacto. Entonces K es un conjunto cerrado.

DEMOSTRACION: Mostraremos que el complemento X \ K de K es un conjunto abierto.
Sea y € X \ K. Entonces para todo = € K, tomando 0, = r, = d(x,y)/3, se tiene
B(z,6,) N B(y,r,) = @ (propiedad de Hausdorff de un espacio métrico). Se define asi
un recubrimiento de K

U B(z,4,) 2 K.

zeK

Por compacidad, existe un subrecubrimiento finito: K C |J B(x;, ;).

j=1
Sea r = min{ry,,...,r, }, se tiene que B(y,r) C X \ K, de donde se concluye que
X \ K es abierto. O

El siguiente resultado, de caracter topologico, garantiza que la compacidad se preserva
por funciones continuas.

Proposicion 2.7.8 (Imagen continua de compacto es compacto) Sean
(X,d), (Y, p) espacios métricos, f : X — Y una funcién continua y K C X un
conjunto compacto. Entonces la imagen f(K) de K es un subconjunto compacto
deY.

DEMOSTRACION: Sea {U; };c; C Sy tal que f(K) C |J U;. Tenemos que

i€l
Kcf (U uz’) =UJrw),
i€l iel
donde f~(U;) son abiertos en X. Como K es compacto,
Hir,.im} SN K C Uy = f(K) S| U,
j=1 j=1 O

La siguiente propiedad de los conjuntos compactos solo tiene sentido en espacios métricos.
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Proposicion 2.7.9 (Compacto = acotado.) Sea (X,d) espacio métrico y
sea K C X un conjunto compacto. Entonces el conjunto K es acotado.

DEMOSTRACION: Fijamos zy € K arbitrario, y consideramos el recubrimiento K C

U B(zo,n) = X. Por compacidad, existe {ny,...,n,} € Ntal que K C |J B(xg,n;).
n=1 j=1

Pero, |J B(zg,n;) = B(zg, N) con N = méax{ns,...,ny,}, es decir, K es acotado. [
j=1

A continuacién veremos un resultado muy comin en los cursos de Calculo, llamado el
Teorema de Weierstrass o a veces el Teorema del valor extremo.

TEOREMA 2.7.10

(Teorema de Weierstrass.) Sea (X, d) un espacio métrico compactoy f : X —
R continua. Entonces existen z1,z9 € X tal que f(z1) = m)gn f, flxe) = m)z(ix f

DEMOSTRACION: Como X es compacto, tenemos que f(X) C R es compacto, entonces
f(X) es cerrado y acotado. Se deduce inmediatamente que

—oo < mf f(z) <sup f(z) < +o0.
zeX zeX

Sea (Zn)n, (Yn)n S f(X) tal que (z,) — mffy (yu) — supf. Como f(X) es
n—oo n—o0 X
cerrado, entonces i%ff ;sup f € f(X), es decir, existen x1, 5 € X, tal que f(z1) = igl(ff
X

y f(zg) = sup f, lo que muestra lo pedido. O
X

El siguiente resultado sera de utilidad para la demostracion del famoso Teorema de Arzela-
Ascoli méas adelante.

7~

Proposicion 2.7.11 Sea (X, dx) un espacio métrico compacto y sea (Y,dy) un

espacio métrico completo. Entonces el espacio (C(X,Y),d,) de funciones continuas
de X a Y es completo, donde

doo(f,9) = supdy (f(z), f(v)). (2.62)

rzeX

J

DEMOSTRACION: Sea f : X — Y una funcion continua, luego f(X) es compacto, y por
el Teorema 2.7.10, se tiene que f(X) es acotado. Se deduce que C(X,Y) C (*(X,Y).
Dado que este ultimo es completo (véase Ejemplo 2.4.4(ii)), basta entonces que se
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muestre que C(X,Y) es cerrado para la distancia de. Sea {fy}nen € C(X,Y) una
sucesion de funciones continuas de X a Y tal que doo(fn, f) —> 0. Veamos que f es
n—o0

continua en X.
En efecto, sean z € X, e > 0y n € N tal que doo(frn, f) < /3 y sea d > 0 tal que para
todo y € B(x,0) se tiene que |f,(x) — fn.(y)| < e/3. Por lo tanto para todo y € B(z,0)
se tiene que

@)= fWl < |f(@) = ful@)] + [ful@) = fa@)] + [ fuly) — F(y)]

£ £ e __
< 3+3t3=¢,

de donde concluimos que f es continua en x, y por lo tanto es continua en X. 0

Observacion 2.7.12 SiY es un espacio de Banach, entonces (C(X,Y), || ||«) tam-

bién es un espacio de Banach (la distancia ds definida en (2.62) proviene entonces
de la norma || - ||«). En particular C(X,R) := C(X) es Banach.

2.7.1. El teorema fundamental de los espacios métricos compactos

En esta secciéon presentaremos caracterizaciones equivalentes de la compacidad de un
espacio métrico. Empezamos con la siguiente definicion.

DEFINICION 2.7.13

(Conjunto totalmente acotado) Sea (X,d) un espacio métrico. Un conjunto
K C X se dice totalmente acotado, si para cada 6 > 0, existe {z1,...2,,} C K tal

que K C |J B(x;,9).
i=1

Es fécil ver que cada conjunto totalmente acotado es acotado. En efecto, fijando 6 > 0 y
utilizando la notaciéon de la Definicion 2.7.13, ponemos

M = méx d(z;,z;) vy r= DM+ 24,

1<i,j<m

y observamos que diam X < 7.

Proposicion 2.7.14 (Totalmente acotado = separable) Si un espacio
métrico (X, p) es totalmente acotado, entonces es separable.

I DEMOSTRACION: Por la Definicién 2.7.13 obtenemos para cada n € N, un conjunto
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finito D,, C X tal que

x=J B(y,%).

yeDy,
o
Deducimos que el conjunto D = |J D,, es numerable. Mostramos ahora que el conjunto
n=1

D es denso en X. En efecto, consideramos una bola arbitraria B(z,¢) de X, con x € X
y € > 0. Sea m € N tal que 1/m < ¢, donde

1 1
X=|JB(y—) = 3eD,CD, cond(jz)<—<e
m m

yED,

es decir, B(z,e) N D # @. O

Ejemplo 2.7.15 A continuaciéon veremos dos ejemplos importantes sobre conjuntos aco-
tados y totalmente acotados.

(i). | Esfera de (*(N)] La esfera unitaria S en el espacio de Hilbert (£2(N), || - ||2)
S ={r = (zp)neny € % : do(2,0) = in —1}.

neN

Es facil ver que S es un conjunto acotado, pero no es totalmente acotado. En efecto,
consideremos los elementos

e, =(0,0,...,0, 1 ,0,...),

n

donde la n-ésima coordenada de e, es uno y el resto cero. La distancia entre cualquier
par de puntos distintos es V2. Tomando entonces § < \/5/ 2, concluimos que S no es
totalmente acotado.

(ii). | Cubo de Hilbert ] Sea P el conjunto de elementos (x,),en € ¢?(N) satisfacen las
desigualdades

1 1
’$1| < 17 ‘1‘2’ < 57 ceey ’mn’ < on—1"

El conjunto P se llama cubo de Hilbert, y es un ejemplo de un conjunto totalmente acotado.
En efecto, sea € > 0. Escogemos n € N tal que 1/2""! < £/2. Asociamos a cada punto
(Zn)nen € P con el punto

Entonces
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El conjunto P* de todos los elementos z* € P es acotado en R", y por lo tanto, P* es
totalmente acotado. Concluimos entonces que P es totalmente acotado.

DEFINICION 2.7.16

(Numerablemente compacto) Sea (X,d) espacio métrico. Un conjunto K C
X se dice numerablemente compacto, si en cada recubrimiento abierto numerable
existe un subrecubrimiento finito.

El siguiente resultado nos sera de utilidad para demostrar un teorema muy importante
de la compacidad en espacios métricos.

Proposicion 2.7.17 (Caracterizacion de compacidad numerable) Sea
(X, d) un espacio métrico. Los siguientes son equivalentes:

(i). X es numerablemente compacto.

(ii). Cada familia numerable de cerrados F C 2% que tiene la propiedad de inter-
seccion finita (PIF), tiene interseccién no vacia.

(iii). Para cada conjunto infinito S C K, se tiene S" # @, es decir,

dr € K, Ve >0, (B(z,e)NS)\{z} # 2.

DEMOSTRACION: (i)=-(ii). Es anéloga al Teorema 2.7.5.

(ii)=(iii). Sea S C K infinito y supongamos que S’ = &. Como S es infinito, existe
una funcion = : N < § (inyectiva) que define una sucesion (z,),en tal que para cada
n#m, X, # Tpy. Sea S; = {x, : n € N} C S. Definimos para cada n € N los conjuntos

F, ={z; :i > n} CS. Como F, = &, se deduce que F,, = F,, es decir, dichos

m
conjuntos son cerrados. Ademés () F,,;, = Fy # @, donde k = 1r<na'£x {n;}. Tenemos
j=1 <jsm
que esta familia de conjuntos tiene la PIF y por lo tanto () F,, # @, lo que es una
n>1
contradiccion.

o0
(iii)=(i). Sea {Ui}ien € Sx : K C |J U;. Supongamos que este recubrimiento no
=1
' n—1
admite un subrecubrimiento finito. En este caso, tomamos z,, € K\ |J U; y vemos
i=1
que (x,)nen € K. Definimos el conjunto S = {x, : n € N} y notamos que S es
necesariamente infinito. (Si S fuera finito, digamos con k elementos, entonces estaria

contenido en la unién de k abiertos {Uf;,,...U; } del recubrimiento {U;};, lo que
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contradice su definicion.)

Se deduce que existe z € S’. Sea ip € N tal que = € U,,. Entonces U;, contiene infinitos
elementos del conjunto S que podemos enumerar con una subsucesion {Zy () fnen. Por
otra parte, tomando k(n) > iy deducimos que

k(n)—1

Th(n) ¢ U U; lo que implica que @y & U,
j=1

por lo que hay una contradiccion. 0]

El siguiente resultado es el teorema fundamental de la teoria de los espacios métricos
compactos.

TEOREMA 2.7.18

(Espacios métricos compactos — Caracterizaciones) Sea (X, d) un espacio
métrico y K C X un conjunto cerrado. Los siguientes son equivalentes:

(i). K es compacto.
(ii). K es numerablemente compacto.

(iii). K es secuencialmente compacto

(cada sucesion (z,,)nen € K tiene subsucesion (zy(,)) convergente en K.)

(iv). K es completo y totalmente acotado.

DEMOSTRACION: Haremos el siguiente esquema de demostracion.

i) — (i)
1 I

(iv) < (i) .
(i)=(ii). Es obvio de la definicion.

(il)=-(iii). Sea (zp)neny € K. Sea S = {z, : n € N}. Consideramos primero el caso
donde el conjunto S es finito. Entonces existe una subsucesion () constante, por lo
tanto convergente. Supongamos ahora que S es infinito. En este caso, existe una sub-
sucesion (Zp(n))nen con términos distintos, es decir, Ty # Tr(m), si n # m. Definimos
el conjunto Sy = {zxa), ..., Tk(n), - - -}. Aplicando la Proposicion 2.7.17(i)=-(iii), dedu-
cimos que existe £ € S7. Como la sucesion es distinta, Z es un w-limite de la sucesion
(@k(n) Jnen (véase Observacion 2.2.43). Concluimos aplicando la Proposicion 2.2.31.
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(iii)=-(ii). Sea S C K infinito, entonces existe una inyeccion x : N < S, definiendo una
sucesion (Zn)nen CON Ty, 7 T (sin # m). Por (iti) existe una subsucesion (2 () )nen —
T € K. Se deduce facilmente que = € {xy,...,z,,...} C 5"

(iii)=(iv). (K es completo) Sea (x,)neny € K una sucesion de Cauchy. Como K es
secuencialmente compacto, existe una subsucesion (xj(,)), convergente a 7 € K. Se
deduce por la Proposicion 2.2.28 que limz,, = € K.

(K es totalmente acotado) Sea r > 0. Supongamos que K no se puede cubrir con un
numero finito de bolas de radio 7 > 0. Sea z; € K tal que K ¢ B(z1,r). Entonces existe
2
x9 € K\ B(z1,7). Luego K € B(x1,7)UB(xa,7), por lo que existe 23 € K\ U B(z;, 7).
i=1
n—1

El procedimiento se sigue inductivamente hasta x,, € K\ |J B(z;,7). Vemos que esto
i=1

forma una sucesion (z,),en tal que para cada n,m € N, con n # m, d(z,, ) > .
Por lo tanto, la sucesion (z,),ey no tiene ninguna subsucesion convergente, lo que
contradice (iii).

(iv)=-(iii). Sea (z,)neny € K y una sucesion decreciente de reales positivos {e;, }nen
que converge a 0. Como K es totalmente acotado, para cada ¢ € N, existe m; € N y

m; )
{21,520} € K tal que K C |J B(z},€;). Una de estas bolas debe contener infinitos
j=1

elementos de la sucesion (x,),en. En particular, tomando i = 1, existe y; := z}l y una
subsucesion (g, (n))nen de (2y), tal que (k) )nen € B(y1,€1).

Luego tomamos 7 = 2 y repetimos el argumento anterior para la sucesion (Zj(n))nen-
Deducimos que existe yy = z?z tal que (Zk, oky(n) Jnen C B(y2, €2). Procedemos de manera
inductiva hasta €, > 0. Entonces existe y,,, tal que (2k,okyo--okpm(n) JneN C B(Ym:Em)-

Definimos los conjuntos

F,, = {xklokgo--okm(n) ne N}, m € N.

Es facil ver que estos conjuntos son cerrados, encajonados y diam(F,) < 2¢,,. Como
K es completo, por el Teorema 2.4.6 (Teorema de Cantor) deducimos que

ﬂ Fn={%} #@, esdecir, VmeN, Z € {Tpoh0oknm) : 1 € N}.
m=1

Definiendo m(1) = min{ki(n) : x4, () € B(Z,1)}, luego
m(2) = min{k; oka(n) 1 Tiorym) € B(T, 1) & ki(ka(n)) > m(1)}

m(i) = min{kio---oki(n): Zpookmn) € B(T, L) & kyo---oki(n)>m(i —1)}.
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Es facil comprobar que la subsucesion (:z:m(n))neN es convergente, con limite r € K.

(iv)=(i). Para mostrar esta implicacion utilizaremos también la implicacion (iv)=>(iii)
que acabamos de establecer.

Consideramos un recubrimiento abierto {U;};c; de K. Mostramos primero que existe
r > 0 (que se llama nimero de Lebesgue del recubrimiento) tal que

Ve e K,dig € 1, B(ZL‘,T) QZ/IZO

Argumentamos por contradiccion suponiendo que para cada n € N, existe x,, € K,
tal que para todo ¢ € I se tiene que B(z,,1/n) N (X \U;) # @. Por (iii), existe una
subsucesion (2w )nen — T € K, por lo que existe ig € N tal que = € U;,. De esto,
tenemos que existe g9 > 0 tal que B(Z,&9) € U,,. Como xy,y — T, entonces para
€1 = €90/2, existe Ny € N, tal que para cada n > Ny, d(zn),Z) < e1 = . Tomando
n > Ny tal que k(n) > 2/gg, tenemos que

1 €0 _
—)CB —)C B CUu...
k(n)) = ($k(n)7 ) = (Z’,80) = UZO

Se deduce que B(zy(n, 1/k(n)) € Uiy, lo cual es una contradiccion.

Con lo anterior, tenemos que para cada x € K, existe i(x) € I, tal que B(z,r) C Uj).

m m
Como K es totalmente acotado, entonces K C |J B(xz;,7) € U Ui, O
j=1 j=1 ‘

Observacion 2.7.19 Las implicancias que involucran (iv) no tienen ningin sen-
tido fuera de un contexto métrico. Por otra parte, las implicaciones (i) = (ii)
y (iii) = (ii) se demuestran de forma puramente topologica, y son validas en es-
pacios topolégicos. Sin embargo, las otras implicancias, aunque tienen sentido en
un contexto topoldgico, no son ciertas en dicho contexto. En particular la compa-
cidad, la compacidad numerable y la compacidad secuencial son nociones distintas
en espacios topologicos.

Notemos que para demostrar (iv) = (i), demostramos un resultado de interés indepen-
diente, la existencia del nimero de Lebesgue de un recubrimiento abierto. Lamentable-
mente este resultado parcial no es equivalente a que K sea compacto en todos los espacios
métricos. Por ejemplo, tomando X = K = N, observamos que cada r < 1 es un nimero
de Lebesgue de cualquier recubrimiento abierto de N, sin que este tltimo sea compacto.
Sin embargo se tiene el siguiente teorema.
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TEOREMA 2.7.20

(Ntmero Lebesgue del recubrimiento) Sea (X, d) un espacio métrico tal que
los 1inicos conjuntos abiertos y cerrados son @ y X. Sea K C X cerrado. Los
siguientes son equivalentes

(i). El conjunto K es compacto.
(ii). Para todo {U;}icr € Sx, K C JU;, existe r > 0 (numero de Lebesgue de

i€l
{td;}:) tal que
Ve e K,Jig e I : B(z,r) CU,.

DEMOSTRACION: La implicacion (i) = (ii) esta contenida en la demostracion del
(iv) = (iii) del Teorema 2.7.18 y es siempre cierta (sin la hipotesis adicional)

Veamos que (ii) = (i). Para ello, demostraremos que si se cumple (ii), entonces se
cumple la propiedad (iii) del Teorema 2.7.17. Supongamos por contradiccién que existe
S C K infinito con S’ = @. Entonces existe una inyeccion x : N < S.

Sea S; = z(N) = {x1,1,...}, se tiene que S} = @, por lo que S; = S; cerrado en K.
Tenemos que S; es cerrado en X, por lo que Uy = X \ 51 € Sx. Ademas 5 es discreto,
por lo que para cada n € N existe 9,, > 0 tal que

B(zp,0,) N (S \ {z,}) = @.

Definimos ¢, = min{d,, %}, U, = B(x,,e,). Vemos que K C |J U,. Entonces existe

n=0
r > 0, tal que para todo = € K, existe i € N, tal que B(z,r) C U;. Tomando n > 1/r,
tenemos que existe i € N tal que B(z,,r) CU;. Sin #1i, x, ¢ U;, por lo que

B(zp,r) CU, = B(Tn,en) € Bz, 1/n).

Entonces B(z,,7) € B(tn,en) € B(w,,&,) € B(xp,r). Por lo anterior, B(x,,r) =

B(zp,7) lo cual es una contradiccion, pues B(z,,r) es a la vez cerrado y abierto, y
X\ B(x,,r) # 2. O

2.7.2. Aplicaciones de la compacidad

La compacidad es una de las propiedades mas importantes, debido a que muchas propieda-
des interesantes ocurren gracias a estos conjuntos. A continuacién veremos unos corolarios
muy importantes de las caracterizaciones presentadas en la seccion anterior.



140 2.7 Compacidad en Espacios Métricos

Teorema Heine-Borel

Empezamos esta seccion con el teorema clasico de Heine-Borel. El siguiente resultado
(compacidad de un intervalo cerrado y acotado de R) se presenta ahora como aplicacion
directa del Teorema 2.7.18. Dejamos al lector la tarea de encontrar una demostracion
directa basada a la definicién topologica de la compacidad (Definicion 2.7.2).

Corolario 2.7.21 (Heine-Borel en R) Para cada a,b € R, a < b, el intervalo [a,b] es
compacto.

DEMOSTRACION: El intervalo [a, b] es completo y totalmente acotado. Se concluye por
el Teorema 2.7.18. ]

Con el siguiente corolario caracterizaremos todos los conjuntos compactos de R

Corolario 2.7.22 (Heine-Borel en R?) En (R || - ||s) cada conjunto cerrado y aco-
tado es compacto.

d

DEMOSTRACION: Sea K C [] [a;, b;]. Consideremos una sucesion
i=1

(#n)nen = (#(Dnen, - - -, 2(d)nen) € K.

En particular, la sucesion definida por las primeras coordenadas (z(1)),, C [a1, b;] tiene
una subsucesion convergente (c.f. Corolario 2.7.21), eso es, existe

{2}y — 2(1) € [ar, ba],

Luego, considerando la sucesion ({#(2)}k,(n))n € [a2, b2] obtenemos una subsucesion

{2(2) }yoksn)y — Z(2) € [ag,by]. Continuando de esta manera, para ¢ € {1,...,d}
n—oo

obtenemos {2(d) }x,o.-oky(n) — z(d) € [aq, bq).

Consideramos la sucesion (Yn)nen = Tkjo-oky(n), que s una subsucesion de (2, )nen-

Dado que la convergencia con la norma || - || en R? es equivalente a la convergencia
por coordenadas, concluimos que

yn (1) — z(2), Vie{l,....,d} <= (y.) — 7.

n—oo n—oo

Como K es cerrado, deducimos que € K y finalmente que K es secuencialmente
compacto. Concluimos que K es compacto por el Teorema 2.7.18. O
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Corolario 2.7.23 (Compacto = separable) Si X es un espacio métrico compacto,
entonces X es separable.

DEMOSTRACION: Aplicando el Teorema 2.7.18 deducimos que el espacio métrico com-
pacto es totalmente acotado, luego por la Proposicion 2.7.14 que es separable. 0

El resultado anterior indica que los conjuntos compactos no pueden ser “muy grandes”, en
términos de cardinalidad, pues al menos debe tener un subconjunto denso y numerable.
Més tarde veremos que en verdad la cardinalidad de cualquier conjunto métrico compacto
es a lo mas 2¢, donde c es la cardinalidad de R.

Conjuntos compactos numerables

Calcularemos ahora el indice Cantor-Bendixson (c.f. Definicion 2.2.41) de un conjun-
to compacto numerable. El calculo estd basado a la induccion transfinita y la Proposi-
cion 2.7.17 (existencia de puntos de acumulacion en cada compacto infinito).

Proposiciéon 2.7.24 (Indice Cantor-Bendixson de compacto numerable)
Sea (X, d) un espacio métrico compacto con card(X) < Wo. Entonces existe un
ordinal X tal que X = @. Ademas el indice de Cantor-Bendixson de X es un
ordinal sucesor finito o numerable con XV = @.

DEMOSTRACION: Primero veremos que para todo ordinal a, se tiene que X(® es com-
pacto. Aplicamos el principio de induccién transfinita (c.f. Teorema 1.7.2).

e Se tiene el caso base, pues X(© = X es compacto.

e Supongamos que X (® es compacto. Entonces X (@) = (X (@)) es un subconjunto
cerrado del conjunto compacto X, por lo tanto también es compacto.

e Supongamos que ( es un ordinal limite y que X(® es compacto para o < .
Luego X es cerrado en X y por lo tanto X .= ﬂa<5X(a) también lo es
(como interseccion de cerrados). Concluimos que X es compacto.

Como (X (), es una sucesion decreciente de conjuntos, es claro que card(X (@) < X,
para todo ordinal «. Por la Proposiciéon 2.7.17, tenemos que

x (@ \X(aH) — x () \ (X(O‘))' £ @,

para todo ordinal a tal que X(® es no vacio. Luego, existe A con XV = @ y su-
pongamos que A es el minimo con esta propiedad (y por lo tanto seria el indice
de Cantor-Bendixson de X). Si card()\) > Ry, como X \ X+ - & para todo
a < A, podemos definir una funcion f tal que a todo ordinal @ € [0,\) le asocia
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f(a) € X@\ X+ Como (X \ X(@+1)), es una secuencia disjunta, vemos que f es
inyectiva y asi card(X) > card(f([0,A))) = card(\) > Ny, lo que es un contradiccion.

Finalmente, si A fuese un ordinal limite, como card([0, A)) = card(\) < N, tendriamos
que una secuencia decreciente y numerable de cerrados encajonados no vacios en X
tiene interseccion vacia, lo que contradiria que toda familia de cerrados en X con la
PIF tiene interseccién no vacia. U

Compacidad y continuidad uniforme

El siguiente resultado es una aplicacion cléasica de la compacidad y se puede demostrar en
varias maneras. Elegimos aqui una demostracion elegante basada en el nimero Lebesgue.

7

Proposicion 2.7.25 Sean (X, d), (Y, p) espacios métricos. Entonces

f X — Y continua

K C X compacto } — [ uniformemente continua en K.

DEMOSTRACION: Sea € > 0. Dado que f es continua, obtenemos el siguiente recubri-
miento abierto de K: : -
Kc| | By ).
U7 e0.5)
Por el Teorema 2.7.20 (implicancia (i) = (ii)) existe r > 0 (nimero Lebesgue del
recubrimiento) tal que para todo = € K, existe un elemento y € Y tal que B(z,r) C
f~Y(B(y,&/2)). Tomando § = r se deduce que para todo x1,z, € K tal que d(xy,15) <
d se tiene que o € B(x1,d) y existe y € Y tal que B(xy,7) € f~1(B(y,&/2)). Se
concluye que f(x1), f(x2) € B (y,&/2), es decir p(f(z1), f(x2)) < €. Eso muestra que f
es uniformemente continua. U

Funciones nulamente diferenciables

A continuacién veremos un resultado muy importante que involucra a los conjuntos de
primera y segunda categoria en un espacio métrico completo. Durante mucho tiempo, los
matemaéticos creyeron que las funciones continuas real-valuadas en un intervalo deben ser
frecuentamente diferenciables, es decir, en un subconjunto "grande" de su dominio. En
1834, Bernard Bolzano presenté un ejemplo de una funciéon continua en un intervalo que
no era diferenciable en ningin punto de su dominio. Desgraciadamente, la argumentacion
de Bolzano sufria de un error tipico en aquella época, a suponer que un limite puntual de
funciones continuas es continua. La primera demostracion formal de la existencia de dicho
ejemplo se le atribuye a Karl Weierstrass por dar un ejemplo de una funcién continua
definida en todo R, que no era diferenciable en ningtin punto de su dominio. A pesar
del impacto que provoco este ejemplo, los matematicos continuaron a considerar que las
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funciones continuas nulamente diferenciables eran objetos muy raros (y por lo tanto esca-
sos). En 1931, Stefan Banach mostrd que esta percepcion era incorrecta, pues demostrd
que la “mayoria” de las funciones continuas definidas en R son nulamente diferenciables.
Veremos la demostracion de este hecho.

TEOREMA 2.7.26

(Funciones continuas nulamente diferenciables) Sea D, el conjunto de las
funciones continuas f € C([0, 1]) a valores reales, tales que existe un punto x € [0, 1)
en que f tiene una derivada por la derecha finita (es decir, existe el limite

o T+ 1)~ f(@)
RN+ h

€ R,

donde h N\, 0" indica que h > 0y h — 0). Entonces D, es de primera categoria en

(C([0,2]), [ - lloo)-
DEMOSTRACION: Para cada n € N, definimos el siguiente conjunto cerrado:

{[CEICI A

Mostramos que F;, tiene interior vacio, es decir, F,, no puede contener ninguna bola.
En efecto, sean f € F,, y € > 0. Mostramos que B(f,¢) no esté contenido en F,.

Fn:{feC([O,l]):er {0,1—%},%;)

Como f es continua en [0, 1], entonces f es uniformemente continua en [0, 1], y por lo
tanto existe 0 > 0 tal que si [t; — ta| <, entonces |f(t1) — f(t2)] < /4. Sean

O=ay<a1 <...<a,=1, talesque |a; 41 —a;| <9

y definamos para cada t € [a;, ;1] la funcion

f(ai-i-l) - f(a’l)) (t . ai)-

Qi1 — Q4

oult) = Sta) + (

Es decir, ¢, es lineal por trozos y para todo i = 0, ..., m se tiene que ¢,,(a;) = f(a;).
Sean t € [0,1] e i €{0,...,m — 1} tal que t € [a;, a;41]. Notemos que
e € ¢
[2u®)  FO1 < loul®) — Fa)] +1f(a) — £ < S+ 5 ==,
Asi, ||f — ¢l < /2. Notemos que ¢ tiene derivada por la derecha en todo punto y

como la particion es finita, existe M > 0 tal que para todo t € [0, 1], |¢'(t+)| < M. Sea
k € Ny definimos la funciéon ¢ : [0,1] — R de la siguiente manera:

k(t—1), siiesparyte [t 2]
oi(t) = i P i itl
1 —k(t—¢), siiesimparyte[;, 5]
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Consideremos la funcién .
g = Pm + 3 O

y observemos que para todo t € [0, 1] se tiene que

+-=¢,

£ = 9@ < 1F6) = o0)] + S lonlt)] <

[\] Do ™
DO ™

por lo tanto ||f — g|| < €. Por otra parte, tomando k >

g ¢ F,.

En efecto, sean t € [0,1 —1/n] e i € {0,...,k — 1} tal que ¢+ <t < “L. Tomemos

h e (0,1/n) tal que i/k <t+h < (i +1)/k y tenemos:
F@+¢D—9@W ¢dﬁ+m—ﬂm@w_'¢@+h)—¢@w 2

>
h h I 2 Gk-M>m,

(M + n)/e, veamos que

€
> -
-2

y por lo tanto g ¢ F,.

Dado que los conjuntos F,, son cerrados de interior no vacio, deducimos que |J F, es de
neN
primera categoria en C([0, 1], R). Tenemos que una funcion en C([0, 1]) con derivada por
la derecha finita en algun punto de [0, 1) debe estar en algan F,,, entonces Dy C (J F,
neN
de donde concluimos que D, es de primera categoria en C([0, 1]). O

Concluimos el siguiente resultado.

Corolario 2.7.27 (Genericidad de funciones nulamente diferenciables) EI conjun-
to G de las funciones f € C([0,1]) que no son diferenciables en ningiin punto de (0,1) es
genérico en C([0, 1]).

DEMOSTRACION: Por el Teorema 2.7.26 deducimos que el complemento de G esta
contenido en un conjunto de primera categoria. Dado que (C([0, 1]),||||s) €s un espacio
de Banach, concluimos por el Teorema 2.4.12. O

Obtener homeomorfismos entre compactos

Empezamos por el siguiente resultado fundamental de interés primordial.

TEOREMA 2.7.28

(Inyecciones continuas de compactos) Sea (X, d) un espacio métrico compac-
to, (Y, p) un espacio métrico y f: X — Y una funcién continua.

(i) f envia conjuntos cerrados a conjuntos cerrados.
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i1) Si es iHYGCtiV&, entonces es abierta
€s decir, envia conjuntos abiertos de X a conjuntos abiertos de X)).
] J

(iii) Si f es inyectiva, entonces f es un homeomorfismo entre X y f(X) C Y.

DEMOSTRACION: (i). Sea K C X cerrado. Por la Proposicién 2.7.6 se tiene que K es
compacto. Por la Proposicion 2.7.8 se tiene que f(K) es compacto. Se concluye por la
Proposicion 2.7.7 que f(K) es cerrado.

(ii). Sea U C X abierto. Como f es inyectiva, se tiene que f(X)\ f(U) = fF(X \U)
que por la parte (i) es cerrado. Por lo tanto f(U) es abierto.

(iii). La funcion f es una biyeccion sobre f(X). Por ser abierta, se concluye que f=':
f(X) +— X es continua. O

El siguiente resultado, que es una consecuencia inmediata del teorema anterior, nos pro-
porciona criterios para establecer homeomorfismos.

Corolario 2.7.29 (Criterio de equivalencia de distancias) Sean d, p dos distancias
en X. Si el espacio métrico (X,d) es compacto y d < p (es decir, la funcién identidad
id : (X,d) — (X, p) es continua), entonces las distancias d y p son equivalentes, es decir,
d ~ p.

Topologia de R? y el teorema de Riesz

En esta parte mostraremos formalmente la equivalencia de las normas en dimension finita,
lo que hace legitimo hablar de la topologia de R? sin referencia a ninguna norma. Asimismo
caracterizaremos los espacios normados de dimension finita mediante la compacidad de la
bola unitaria (c.f. Teorema de Riesz).

Corolario 2.7.30 (Equivalencias de normas en R¢) Todas las normas en R? son equi-
valentes.

DEMOSTRACION: Sea N : RY — R una norma en R? Vamos a establecer que N
es equivalente a la norma || - ||« de R% En efecto, denotamos por K = B,(0,1)
la bola unitaria cerrada de la norma ||-|| . Por el Corolario 2.7.22, K es compacto.

d
Sea (e1,...,eq) una base de RY y M = 5 N(e;). Sea z € R Se tiene entonces que
i=1
d
r =) mxe; luego
i=1

d d
N(z) < Z i N(ei) < max || (Z N(@i)) = M|z

1<i<d
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Por lo tanto id : (K, ||-||.,) — (&, N) es continua. Aplicando el Corolario 2.7.29 con-
cluimos que N ~ ||| .. O

El siguiente resultado nos entrega una caracterizaciéon importante de los espacios vecto-
riales de dimension infinita.

TEOREMA 2.7.31

(Teorema de Riesz) Sea (X, |||) un espacio vectorial normado. Los siguientes
son equivalentes:

(i). El espacio X es de dimension finita (i.e. dim X < oo).
(ii). La bola cerrada unitaria By (0, 1) es un conjunto compacto.

(iii). Cada conjunto K C X cerrado y acotado es compacto.

DEMOSTRACION: (i)=-(ii) se tiene por el Corolario 2.7.22 (Heine-Borel).

(ii)=-(iii). Sea K C X un conjunto cerrado y acotado. En particular, existe r > 0 tal
que K C B(0,r). Dado que B(0,7) es la imagen del conjunto compacto B(0, 1) por la
aplicacion continua x — T'(x) :=r -2, x € RY, se deduce que este tltimo es compacto
(Proposicion 2.7.8). Por lo tanto, K es compacto, como subconjunto cerrado de un
compacto (Proposicion 2.4.3).

(iii)=-(ii) es inmediato.

(ii)=(i) Supongamos que el espacio X es de dimension infinita. Sea z; € X con ||z;|| =
1, luego Y = (21) € X es cerrado. Entonces existe z ¢ Y tal que d(z,y) = a > 0.
Tomando K = B(z,2a) NY, vemos que K es compacto, y la funcion f(y) = ||z — y||
es continua. Entonces existe 7 € Y tal que para cada y € K, |7 — z|| < ||ly — z]|. En
particular ||y — z|| = o = d(2,Y’). Tomando

z—=y
To = T——>
Iz =7l
vemos que [|z2| =1,y
d(22,Y) = fuf {Jos— ¢/} = —— f {(e =) — Il = ——d(z.Y) =1
Ta, = inf {||ze —¥||} = —— in r—1Y) —v|}=——4dz, =1.
EETRE, = =7l

Se define de manera inductiva, la sucesion (z,)nen con ||z, — x,|| > 1, m # n. Esta
sucesion no tiene ninguna subsucesion convergente. 0

Una consecuencia interesante del Teorema 2.7.31 es la siguiente:

Los conjuntos compactos de un espacio de dimensién infinita tienen interior vacio.



147

2.7.3. Teoremas clasicos: Dini, Tychonoff, Arzela-Ascoli

A continuaciéon veremos unos teoremas importantes en la teoria de los espacios métricos
que derivan de la nocién de compacidad.

Teorema de Dini

Para poder enunciar el Teorema de Dini, necesitaremos de las siguientes definiciones

DEFINICION 2.7.32

(Convergencia puntual) Sean (X,d) e (Y, p) dos espacios métricos, y sea f, :
X — Y, n € Nuna sucesion de funciones. Decimos que la sucesion (f,)nen converge
puntualmente a una funcion f: X — Y si

lim f,(z) = f(x), paratodo z € X.

n—oo

La convergencia puntual introducida por la definicién anterior se debe comparar con la
siguiente definiciéon de convergencia fuerte.

DEFINICION 2.7.33

(Convergencia uniforme) Sean (X, d) e (Y, p) dos espacios métricos, y f, : X —
Y, n € N una sucesion de funciones. Decimos que ( f,,)nen converge uniformemente
a la funcion f: X — VY si

sup d(fn(z), f(x)) — 0.

zeX n—o0

Observaciéon 2.7.34 (Convergencia en £*°(X,Y)) Si las funciones son acota-
das (es decir, f, € (*°(X,Y)) es facil ver que la convergencia uniforme introducida
por la Definicién 2.7.33 no es otra que la convergencia habitual de la norma uniforme
|| - ||so del espacio £°(X,Y).

Es claro que si una sucesion de funciones (f,,)nen converge uniformemente a f, entonces
(fn)nen converge puntualmente a f. Sin embargo, lo reciproco no es cierto.

Ejemplo 2.7.35 (Convergencia puntual vs uniforme) En el intervalo [0, 1] conside-
ramos la sucesion de funciones {f, }nen, definida por f,(z) = 2". Es facil ver que {f,}
converge puntualmente a la funciéon f definida como

f(x):{ 0, sizel0,1)

1, six=1.
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Pero la sucesion { f,,} no converge uniformemente a la funcion f. En efecto, como (f,), C
C([0,1]) € ¢>°(]0,1]), la convergencia uniforme implicaria que f es continua. (Recordamos
que C([0,1]) es un subespacio cerrado de ¢>°([0, 1]), véase Ejemplo 2.4.4(vi).) O

Con las definiciones anteriores podemos enunciar el siguiente teorema.

TEOREMA 2.7.36

(Teorema de Dini) Sea K un espacio métrico compacto, f : K — R una
funciéon continua y f, : K — R, n € N una sucesion de funciones continuas. Si
{fn}nen converge puntualmente a f y para todo z € K la sucesion (f,(z))nen €s
una sucesion decreciente de R, entonces {f, }nen converge uniformemente a f.

DEMOSTRACION: Definimos, para cada n € N, la funcion g,(z) = f.(z) — f(x). En-
tonces {gn }nen €s una sucesion de funciones continuas K que converge puntualmente
(y de forma decreciente) a 0. Definimos

M, = sup{gn(z) : v € K} := ||gn||oo-

Probaremos que lim M, =0, es decir, ||f, — f|lcoc —> 0.
n—oo

n—oo
Sea € > 0 y definimos U, = g, ' ((—00,¢)), n € N. Como g, es continua, entonces los
conjuntos U, son abiertos. Como g,(z) > gni1(z), entonces U,, C U,,;. Para cada
r € K, tenemos que lim g,(z) = 0 por lo que existe ng € N con g,,(x) < ¢, es
n—oo
decir, x € U,,. Asi K = |J U,. Como K es compacto, existe un subcubrimiento finito
neN

{Upny, .. . Upy}. Como U, C Uy, definimos N = méx{ni,...,np}, por lo que K = Uy.
Esto es gn(z) < € para todo x € K. Asi ||gn||co = My < €. Como la sucesion { M, }ren

es decreciente y M, > 0, concluimos que lim M, = 0. [l
n—o0

A continuacion veremos que todas las hipotesis son necesarias

Ejemplo 2.7.37 (Teorema de Dini — Necesidad de las hipétesis) Todas las hipo-
tesis del Teorema 2.7.36 son necesarias. Veremos a continuacion unos contraecjemplos adap-
tados.

(). (Compacidad de K) Consideramos el conjunto K = (0,1) (que no es compacto) y
la sucesion f,(z) = 2™, n € N de funciones continuas. Para cada x € (0,1) la sucesion
(fn(x))n converge de forma decreciente a 0. Pero la convergencia no es uniforme, pues

sup z" = 1, paratodo n € N.
z€(0,1)
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(ii). (f continua) Consideramos el conjunto compacto K = [0, 1], y para todo n € N,

definimos la funcion
—nx+1, sizel0, 1]

Jnlz) = { 0, size (L1
La sucesion (fy,)nen converge puntualmente a la funcion

1, siz=0

f(‘”):{ 0, size(0,1].

Observamos que esta ultima no es una funcién continua, luego dicha convergencia no es

uniforme:

sup {fn(x) — f(x)} =1, paratodon € N
z€(0,1)

(iii). ({fn(z)}nen decreciente) Sea K = [0,1]. Para cada n € N, consideremos la funcion

0, sizel0,2)U(3,1]
folz) = 2nx —2, size [t )
—2nz 44, size |, 2]

Esta sucesion de funciones converge puntualmente a la funciéon cero. Pero la convergencia
no es uniforme, pues

sup {fn(z) : x € [0,1]} = 1.
En este caso, el Teorema 2.7.36 no se puede aplicar debido a que la sucesion nula { f,,(x) }ren
no es decreciente. 0

Teorema de Tychonoff (versiéon métrica)

El siguiente teorema es de los més fundamentales en analisis matemético y afirma que la
compacidad se conserva por productos numerables. La version topolégica es mucho mas
general y la veremos en el siguiente capitulo.

TEOREMA 2.7.38

(Teorema de Tychonoff, caso métrico) Sean (X,,0,) espacios métricos com-
pactos. Entonces el espacio métrico producto (c.f. Definicion 2.5.13)

[e.e]
X = HX” es compacto.
n=1

DEMOSTRACION: Sea Z,, = {x(i), }neny una sucesion en X. Utilizando sucesivamente
la compacidad secuencial de los espacios métricos X;, ¢ € N tenemos: {z(1)}, C X;
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por lo tanto existe M; C N infinito tal que la sucesion {x(1),, }meny converge a un

elemento Z(1) € X;. Luego consideramos la sucesion {x(2)}nenr, € X2 y deducimos la

existencia de un conjunto infinito My C M; C N tal que {x(2)m }men, — Z(2) € Xo.
m—0o0

Definimos por recurrencia para todo n € N un conjunto infinito M,, C M,,_; tal que

Mediante un argumento diagonal elegimos ki € My, ko € M, tal que ko > ky, k,,, € M,,
tal que k,, > k,_1. Consideremos la sucesion diagonal (g, )men y ponemos M =
(k1,kay ooy kmy ka1, - - .). Notemos que M N{n:n > k,} C M, luego

lim x(i), = lim x(i),, = z(i) para cada i € N.

n—oo n—oo
neM neM;
Aplicando la Proposicion 2.5.14 se concluye que lim z,, = = (2(7),)52;. O
neM

Como hemos mencionado antes, este teorema se puede extender a espacios topologicos,
donde ademés el producto no es necesariamente numerable, sino de cualquier cardinalidad.

Corolario 2.7.39 Los espacios métricos [0, 1]" (cubo de Hilbert) y {0, 1} (conjunto de
Cantor?) son compactos con la topologia producto.

Teorema de Arzela-Ascoli

Finalizaremos esta seccion, demostrando el Teorema de Arzela-Ascoli, el cual es muy
importante en diversas areas de matematicas, como por ejemplo en la teoria de Ecuaciones
en Derivadas Parciales y en el Analisis Complejo. Para poder enunciar dicho teorema
debemos introducir las siguientes definiciones.

DEFINICION 2.7.40

(Conjuntos precompactos) Un conjunto A C X se dice precompacto o relati-
vamente compacto si su adherencia es compacta.

Observacion 2.7.41 Mientras que la Definicion 2.7.40 tiene sentido en un espacio
topologico, es facil ver que en un espacio métrico (X, d), un subconjunto A de X es
precompacto si y so6lo si es totalmente acotado.

A continuacion consideramos dos espacios métricos (X, dx) e (Y,dy) e introducimos la
nociéon importante de equi-continuidad.

2Esta terminologia se justificara en la siguiente seccién
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DEFINICION 2.7.42

(Familia equicontinua) Una familia F C C(X,Y) se dice equicontinua si para
todo € > 0, existe 0 > 0 tal que para todo z, 2’ € X con dx(z,2’) < J se tiene que

dy(f(x), f(2")) <e, para cada funcion f € F.

Con las definiciones anteriores, procedemos a enunciar el teorema de Arzela-Ascoli.

TEOREMA 2.7.43

(Teorema de Arzela-Ascoli) Sean (X,dx) un espacio métrico compacto e
(Y, dy) un espacio métrico completo. Si F C C(X,Y) es una familia equiconti-
nua y para todo x € X, el conjunto de evaluaciones

{f(z): f€F}CY esrelativamente compacto,

entonces F es precompacto en (C(X,Y), dx).

DEMOSTRACION: Notemos primero que dado que (X,dx) es compacto y (Y,dy)
es completo, luego (C(X,Y),ds) es un espacio métrico completo, véase Proposi-
cion 2.7.11. Demostraremos el teorema mediante los siguientes pasos:

Paso 1. Por el Teorema 2.7.18, notemos que F es compacto si y solo si F es
secuencialmente compacto, es decir, cada sucesion { f, }nen € F tiene una subsucesion
convergente en F. Dado que C(X,Y) es completo, esto es equivalente a que {f, }nen
tenga una subsucesion de Cauchy.

Paso 2. Como X es compacto, entonces X es totalmente acotado (Teorema 2.7.18), es

decir, para cada m € N, existe n(m) € N, y un subconjunto finito {xml}f:(T) de X tal
n(m)

que X C |J B(xm,;, ). Es facil ver que el siguiente conjunto numerable
i=1

n(m)
D = U U {Imz} )

meN i=1

es denso. En particular, considerando una enumeracion D = (x,,),en de D, deducimos
que para todo § > 0, existe n(d) € N tal que

Vee X: min dy(z,z;) <0
1<j<n(5)
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Paso 3. Vamos a demostrar que para cada sucesion {f,},en C F, existe una sub-
sucesion { fu(n) nen tal que para todo j € N, la sucesion { f, () (@) fnen es Cauchy en Y.

Por hipotesis para todo x € X : H, = {f(z): f € F} es relativamente compacto. Sea
{fn(x) }nen una sucesion en H,. Entonces existe h : N — N estrictamente creciente tal
que { fam) () }nen es convergente en Y.

Sea 1 € D. Entonces existe f,, ) (21) 1€ Y. Sea x5 € D. Luego {f, @) (72)} es

una sucesion en H,,. Por lo tanto existe { f,,u)(22) }nen subsucesion tal que
formy(@2) —> 12 €Y.

Procediendo de manera inductiva, para k € N cualquiera, tenemos la sucesion

{f%*l(n) (xk)} en Hy,. Por lo tanto existe {f@k(n) ($k)}n€N subsucesion de {f@kfl(n)($k)}
tal que
fortmy () — 1 €Y, para todo i < k.
n—o0

Por argumento diagonal, definimos la funciéon

{ ¢:N—N
p(1) = pi(i).
Sea j € Ny mostramos que { fu)(%;) }nen — 7;. En efecto, para cada n < j se tiene
n—oo
que
fom (25) = Joum ()} € {fe,m ()32 Y wnl(n) = @;(n).

Como f, (k) = T existe n; € N, tal que para cada m,n > n; se tiene que

dY(fSOj(”)(xj)’ ftpj(m)(xj)) <e.

Tomando 7; = max{j,n;} deducimos que ¢(n;) > ¢;(n;) y concluimos que para cada
n,m < 1n; se tiene que

dy (fom)(5), fom)(25)) < e
Paso 4. Concluiremos la demostracion, mostrando que { fu(m) }nen €s una sucesion de
Cauchy en (C(X,Y),dw).
En efecto, sea ¢ > 0. Por la equicontinuidad, existe 0 > 0, tal que para todo z,z’ € X
con dx(x,z") <9, se tiene que

dy (fom) (@), fomy(2')) <, para todo n € N, (2.63)

Podemos claramente suponer que § < £/3. Luego, por el Paso 2, existe n(d) € N tal
que para cada z € X existe j € {1,...,n(d)}, tal que d(x,z;) < 0. Por el Paso 3,
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existe n; € N tal que para todo n,m > n; se tiene que dy (fum)(2;), fomm)(2;)) < /3.
Tomamos
"7

y notemos que para todo n,m > n y para todo x € X existe jo € {1,...,n(d)} tal que
dy(z,xj, < 0. En virtud de (2.63) se tiene que

dy (fom)(T)s foam) (@) < dy (fom) (@), fom)(Tio))  +  dy (fom) (@), fom) (@5)) +
+  dy (foem)(@)o), fomy(x)) < 0+ €/3 46 < e

Dado que n € N es independiente de x € X, se deduce que para todo n,m > n
doo(ftp(n)a fgo(m)) - Slel)lg dY(fcp(n)(x)7 fgo(m) (ZE)) <e.

Concluimos que { fi,(n) fnen s una sucesion de Cauchy en (C(X,Y),ds). Por el Paso
1, concluimos la demostraciéon del teorema de Arzela-Ascoli. O

2.8. EIl Conjunto de Cantor

Finalizaremos este capitulo, estudiando algunas propiedades del famoso “Conjunto de
Cantor”. El Conjunto de Cantor, llamado asi por ser aporte de George Cantor en el ano
1883, es muy importante en el area de la topologia ya que debido a sus propiedades es
una fuente de muchos contraejemplos.

2.8.1. Construccidn y propiedades

En esta seccion estudiaremos las propiedades puramente métricas del Conjunto de Cantor,
empezando primero por su construcciéon geométrica.

Construccion geométrica del conjunto de Cantor: Consideramos el intervalo unitario [0, 1].
Dividimos este intervalo en tres subintervalos iguales. De esta manera obtenemos los

siguientes intervalos.
1 1 2 2
Iy =10,= A e
=g (53) -5

En la primera etapa quitamos el subintervalo (%, %) y llamamos A; a la unién de los
intervalos restantes. Es decir,

1 2
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El segundo paso consiste en repetir el mismo proceso a cada uno de los intervalos que
componen a Aj, obteniendo

1 2 3 6 7 8
My= BURURUL = {0,—]u{ }u{ ]u{- 1}.

9] T 19°9] " 19°9] "9
on_1
Repitiendo este proceso de manera inductiva, obtenemos que A,, = |J I*. Observamos
i=0

que {A, }nen es una familia decreciente de conjuntos compactos.

DEFINICION 2.8.1

(Conjunto de Cantor) Definimos el conjunto de Cantor como la interseccion de
todos los conjuntos A,,, es decir

A= ﬁ A,
n=1

Notemos que A # &, debido a que [0, 1] es compacto y la familia (A, ),ey de sus
subconjuntos cerrados tiene la PIF. (También se puede aplicar el Teorema 2.4.6,
dado que diam A,, — 0y [0, 1] es completo.)

n—oo

Se deduce inmediatamente que A es compacto. La siguiente proposicion muestra algunas
propiedades topologicas adicionales del conjunto de Cantor.

Proposicion 2.8.2 (Propiedades del conjunto de Cantor) El conjunto de
Cantor A no contiene intervalos, es nulamente denso y es perfecto.

DEMOSTRACION: Notemos primero que para cada n € N, el conjunto A, no puede
contener ningun intervalo de largo mayor o igual a 1/3™. Supongamos ahora que existe
a,b € A tal que [a,b] C A. Entonces, existe n € N tal que 1/3" < |a — b|. Entonces
la,b] € A, por lo que [a,b] € A. Deducimos que int(A) # &. Dado que A es cerrado,
obtenemos que es nulamente denso.

Mostramos ahora que A es un conjunto perfecto, eso es, A’ = A. Dado que A es cerrado,
es suficiente establecer que A C A’. Para eso, consideramos x € A (arbitrario) y € > 0.
Tomamos n € N tal que 1/3" < e. Como = € A,, existe i € {0,...,2" — 1} tal que
x € I = [a,b], con a,b € A. Se tiene que

|z —al| <3 <e
|zt —bl <3 <e

} = (Blz,e)nA)\{z} # 2.

Concluimos que x € A’, por lo tanto, A C A’ y finalmente, A = A, O
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El siguiente resultado ayuda a entender de mejor manera el conjunto de Cantor, pues
veremos que es topologicamente equivalente al espacio métrico compacto {0, 1}N que es
mas facil de entender.

TEOREMA 2.8.3

(A ~ {0,1}V) EI conjunto de Cantor A es homeomorfo al espacio métrico com-
pacto {0, 1}V (arbol diadico).

DEMOSTRACION: Dividimos la demostracién en 4 pasos.

Paso 1. Para cada n € N, definimos la funcion ¢, : A — {0,1} (véase Figura 2.3),
como

o0 () 0 sidke{0,...,2"! —1} tal que z € I},
n\T) =
1 sidked{0,...,2"" =1} tal que z € I, ;.

IU

000 o1 i 011 1 1 110 111

Figura 2.3: Identificaciéon de A con arbol diadico.

La funcion ¢,, es continua, ya que la preimagen de cada uno de los cuatro subconjuntos
cerrados de {0, 1} es cerrado. En efecto, ¢, (&) = @y ¢,({0,1}) = A, luego

on—1_1 on—1_1

o, {0 = U mna)y v )= U Uand)

k=1 k=1

son cerrados, como uniones finitas de cerrados.

Paso 2. Definimos la funcion ¢ : A + {0, 1} como ¢(z) = (¢pn(x))nen. La funcion
¢ es continua, ya que para todo n € N, ¢, es continua: en efecto, sea (,)men € A
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tal que z,, — z. Entonces para todo n € N se tiene que ¢,(x,,) — ¢n(x), lo que
m—00 m—00
equivale a ¢(z,,) — ¢(x) (véase Proposicion 2.5.14).
m—ro0

Paso 3. Mostramos que gb es inyectiva. En efecto sean z,y € A, x # y. Existe n € N,
tal que 57 < |2 — y| < 557, luego si ¢ () # du(y) lo que implica que ¢(z) # ¢(y).

Paso j. Mostramos que ¢ es sobreyectiva: Sea S = (s,) € {0,1}". Consideremos la
siguiente sucesion,
k’l = 51

k . 2kn s si Sp+1 = 0
T 2k, 41, siospgg = 1.

Vemos que 0 < k, < 2"7! — 1, entonces existe x € ﬂ I} # &, definiendo ¢(z) =

S. Dado que ¢ es una biyeccion, continua y A es compacto se deduce que ¢ es un
homeomorfismo: A ~ {0, 1} O

Observacion 2.8.4 (Asignar direcciones en el Cantor) El teorema anterior
nos dice que el conjunto de Cantor se comporta topolégicamente igual al espa-
cio {0, 1} (arbol diadico). Intuitivamente, cada sucesion s € {0, 1}¥ corresponde a
la direccion de un tunico elemento de A. Como consecuencia de esta identificacion,
podemos concluir que

card(A) = card({0,1}") = ¢,

es decir, que el conjunto de Cantor tiene la cardinalidad del continuo.

2.8.2. El conjunto de Cantor como espacio universal

Con el siguiente teorema, veremos la importancia del conjunto de Cantor como espacio
universal en el area de la Topologia y del Analisis Matematico.

TEOREMA 2.8.5

(Proyectividad universal) Cada espacio métrico compacto es una imagen con-
tinua del conjunto de Cantor. En otras palabras, si (X, d) es compacto, entonces
existe ¢ : A — X continua y sobreyectiva.

DEMOSTRACION: Identificando A con {0, 1}, mostraremos la existencia de una so-
breyeccion continua de {0, 1} al espacio compacto X. La idea de la demostracion
sera utilizar recursivamente la compacidad para crear direcciones (es decir, sucesiones
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s € {0,1}Y) para todos los elementos de X, luego hacer corresponder cada direccion
(elemento de {0, 1}Y) a su destinatario (elemento de X). Es la misma idea de base con
la demostracion del Teorema 2.4.6, la diferencia es que el conjunto A admite de forma
natural direcciones, que ademés son unicas para cada elemento. En el caso general de
un compacto X, el mismo elemento puede tener varias direcciones.

Sea €1 = 1, luego {B(x,1),ex} es un recubrimiento abierto de X. Como X es com-
pacto existe un subrecubrimiento finito {B(z;, 1) }icr. Repitiendo algunas bolas, po-
demos suponer que la cardinalidad |[F| = 2™ m; € N, es decir, ' ~ {0,1}™.
Sea t € {0,1}™, luego t = (¢(1),...t(my)). Consideremos la familia de compactos

M, = B(xy,1), t € {0,1}™, vemos que

diam(M;) <2, yademas X =[] M,
te{0,1}™

Sea €9 = 1/2, luego {B(x,1/2)zen, } €s un recubrimiento abierto de M;. Como M,
es compacto, para cada t € {0,1}"™ existe un conjunto finito F; y un subrecu-
brimiento finito {B(x:,,1/2)}ser, del compacto M;. Repitiendo algunas bolas, pode-
mos suponer que |F;| = 2 para todo t € {0,1}™. Observamos que el conjunto
M,, = B(w,,1/2) N M, tiene didmetro diam(M;,) < 1, para todo t € {0,1}™ ¥y
s € {0, l}kl. En continuaciéon ponemos my = my + ki e identificamos el conjunto

{t;: te{0,1}™, se{0,1}" },

con el conjunto de sucesiones finitas diadicas to € {0,1}™2 sobre {1,...,my}. Por lo
tanto,
M, = |J M,  donde ty(i)=t:(i), i€ {l,...,m}.
t2€{0,1}m2

Procediendo de manera inductiva, definimos

— 1 _ 2
Mtn+1 = B(I’tn+1, ’[’L——f—l) N Mtn, con dlam(Mth) S ntl

y tenemos que

M, = U M,,.,,, donde t,41(i) =t,(i), i€ {l,...,m,}.

tnt+1€{0,1}"n+1
Definimos la funcién f : {0,1} — X de la siguiente manera:
mi mo ms
AN AN

sis; = (01 [001]1100...]...) € {0,1} (direccién buscando destinatario), entonces
se tiene que (c.f. Teorema 2.4.6)

~ ‘ o , 2

ﬂ{Mtn ctn(i) = s(i),i e {1,...,my}} # @ (dlam(Mtn) =—- — 0)

n n—oo

n=1
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y definimos

fls) ==,  donde [{M,, :tu(i)=s(i),i€{L,....,m,} = {a}.

n=1

Con la misma manera se establece que f es sobreyectiva: En efecto, cada x € X tiene
al menos una direccion valida § € {0,1}", donde ¢ = (3(1),...,3(m1)} € {0,1}™
determina el conjunto M; := B(z;,1) de la primera particion de X, con x € M;, luego
los siguientes k; elementos (3(m; + 1),...,3(ms)} € {0,1}** determinan el conjunto
My, de la segunda particion de X (que es la primera particién de M;), etc.
Mostramos que f es continua. Sea s™ = (ef,eh,....e" ...)y s = (e1,...,€...),
(e; € {0,1}) tal que s™ — sen {0, 1}Y). Entonces la sucesion {s™(¢) },en es finalmente
constante para cada / ne Oﬁ] Se deduce que para cada ¢ € N, existe n, € N tal que
s"(i) = s(i), para todo i € {1,...,¢} y para todo n > n,. Tomando ¢ = my, k € N (c.f.
construccién anterior), concluimos que f(s"), f(s) € M, , por lo tanto,

A(f(s"), f(s)) < diam(M;,, ) < 2/m,

de donde se concluye la continuidad de f. O

Corolario 2.8.6 [Imégenes continuas de [0, 1]] Los espacios [0,1]*, (k € N) y [0, 1]N
son iméagenes continuas de [0, 1].

DEMOSTRACION: Por el Teorema 2.7.38 (Teorema de Tychonoff) los espacios métricos
X =10,1]* (k € No X = [0,1]N son compactos. Aplicando el Teorema 2.8.5 existe
¢ : A — X continua y sobreyectiva. Extendemos ¢ a una funcién ¢ : [0,1] = X de la
siguiente manera. Sea (a,b) C [0,1] \ A tal que a,b € A, luego

c=ta+ (1—t)b = ¢(c) = td(a) + (1 — t)p(b).

Es facil comprobar que la funciéon 5 es una extension continua (afin) de la funcién ¢ a
todo [0, 1]. O

En el caso k = 2, el resultado anterior afirma la existencia de una funcién (curva)
v:[0,1] = [0,1]7
continua y sobreyectiva. Dicha curva es conocida como curva de Peano.

Observacion 2.8.7 [Universalidad de [0, 1]] El resultado del Corolario 2.8.6 se
puede extender a cualquier conjunto convexo compacto de un espacio normado,
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y més general, a cualquier conjunto convexo compacto metrizable de un espacio
vectorial topoldgico® E. Estos espacios se estudiardan mas adelante.

Concluimos esta parte con el siguiente resultado parcial sobre la universalidad isométrica
del espacio de Banach C(|0, 1]) dentro los espacios C(K') (K compacto convexo metrizable).
Mas adelante veremos que C([0,1]) es un espacio universal para todos los espacios de
Banach separables.

Corolario 2.8.8 [Universalidad isométrica de C([0,1])] Sea K C E un subconjunto
no vacio, convexo, compacto y metrizable (c.f. Observacion 2.8.7). Entonces existe una
inyeccion lineal isométrica de C(K) al espacio de Banach (C([0,1]), || - ||)-

DEMOSTRACION: Sea @ : [0, 1] — K una sobreyeccion continua. Definimos la siguiente
aplicacion:

{ T:C(K)w C([0,1])
T(f):=fod.

Es facil comprobar que T es lineal. Luego

17(F)loo := méx|(f o 2)(t)] = méx|f(y)] = [|fl,

te(0,1]

lo que muestra lo pedido. [l

3es decir, las funciones (t,x) +—t-x, (t,x) ERx Ey (z,y) = x +v, (z,y) € E x E son continuas.
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